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序言

这是以中国普通高中应试教育为背景编写的一套讲义，该讲义内容包括：高中数学书

上的基础知识点、以及被广泛使用的一、二级结论，以及作为常识的补充内容。

该讲义适用于初学者对于知识体系的构建，入门者对于知识理解的巩固，以及一、二

轮复习的查漏补缺；

高中数学笼统的可以分为六个模块：线性代数 &解析几何、数学分析、复变函数、组
合学、概率论、数理统计；如果读者看过这些模块的书，不难知道其实高中数学就只是本

科的一个引子，学的知识都是一些基础的东西，那么为什么高中数学难呢？难就难在应试

上，不仅要对知识的充分掌握，而且要在有限的时间内判断、思考套路和反套路的题目，

这不仅是对应试技巧的把握，还有的是日复一日培养的状态，以及考场上的运气，因此高

中数学难在这些方面。

本科的线性代数在高中并不会涉及到，但数学分析和高等代数（内包含线性代数）是

本科中最为基础的两门课程，因此解析几何常在线性代数中调用内容来用，所以高中课程

里我把线性代数和解析几何捏成一个模块；此外高中的几何内容除了解析几何的内容外

还有欧几里得的纯几何内容，由纯几何的定理推导出解析几何的定理。

这讲义我准备写两个版的，一个是顺序版，内容和新版高中数学人教 A 版的排布一
样，我想这有利于预习的顺序，而且教师在拿到这本讲义后可以查查有哪些一二级结论没

说、哪些方法没讲的，所以这个版本中我会尽量讲课本以及常见的推论（除导数外）；

另一个版本是混序版，内容由以上说过的七个模块组成，更适合于一二轮复习的人使用，

这样的排版更加具有知识的连贯性，因此更有利于复习，两个版本内容无异，主要是知识

排布，像是顺序版，一些额外的知识需要额外新建章节，其实额外的知识都是些课本上没

有，但对于研究其模块应一种“常识”的存在。

另一方面，高中教课书不仅是章与章之间的内容会互相调用，甚至章内的小节间也会

相互调用，所以我认为混序版更具有线性的认识。

在应用费曼学习法的过程中，我意识到自己在文字上的不足，定义、定理的描述缺乏

揣摩，一些文字显得稚嫩，也许第一次学习中用自己的语言可以阐述，但是以讲义的角度、

为了未来的回溯拾遗，我会更倾向于站在前人的肩膀上，用参考文献的描述。

数学的学习中做题刷题是必要的，“弱水三千，只取一瓢”，这本讲义因为篇幅有限，

基本上没有例题，不过为了把方法讲的更明白，会有一些简单的例子引入，之后解决较难

或较一般的问题，如果读者酷爱刷题，或觉得没有实践会记不牢靠，那么可以看看最后的
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参考文献部分，或许对有需要的有帮助。

这一版中，内容都是根据教材以及要证的推论而写的，基本上不存在多余的不必要的

知识；例如书中这样一个逻辑链条：为什么写“对勾飘带函数”，因为进一步要写“飘带放

缩”，为什么要写飘带放缩？因为飘带放缩是证明对数均值不等式高中最常用的方法；为

什么要证明对数均值不等式？因为极值点偏移这一类题目中经常会用到对数均值不等式；

因此构成了这个逻辑链条。

这本讲义中，虽然会有一些模型，但我一再强调，熟悉模型不过是理解推导过程与理

解性质的副产物，读者可以不记住任何结论，但推导过程是思路的体现，运用模型是化归

的表现，不可本末倒置。

鉴于本人水平有限，书中错误和不妥之处，敬请读者批评指正。

谢子涵

2023 年 12 月 3 日

关于 Σ 运算和 Π 运算∑
累加和

有很多人和我反应，即便是学过概统，但还是记不住 Σ 是什么意思，这可能是由于

不常用导致的，累加和与连乘积的简记是一种非常方便的记号，每当忘记时，只需要看下

此节即可：

累加和运算：对于一长串数据加起来，如：

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an

我们可以记为：
n∑

i=0

ai

其中 Σ 符合表示累加和运算，它下面的 i = 0 意为这起始项为 0 开始，而它上面的 n 表

示它的终止项为 n 结束，而右边的 ai 中 i = 0, 1, 2, . . . , n，(n ∈ N) 就意味着每当 i 取一

个值时，ai 都会化为一个“项”，当 i 取完所有值时，将这些得到的项全部加起来就得到

我们需要的式子了。
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可以结合以下例子理解：

n∑
i=1

i = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n

n∑
i=1

a = na

n∑
i=1

(
iaii2

2i−1
)
= 2a1 + 8a22 + 96a33 + · · ·+ nann2

2n−1

又例如贝叶斯公式：

P (Ai|B) =
P (B|Ai) · P (Ai)

P (B)
(i = 1, 2, . . . , n)

P (Ai|B) =
P (B|Ai) · P (Ai)∑n

k=1 P (B|Ak) · P (Ak)
(i = 1, 2, . . . , n)

这里请注意 k, i 的意义，求累加和的运算中的起始项字母 k 仅代表“求累加和”这

个运算内的范围。

以上就是高中范围内可能用到的
∑
运算的内容，如果你接触到更难的内容，可能会

涉及到更难看懂的
∑
运算，就比如以下我举的二项式定理、三项式定理以及 n 项式定

理：

(a+ b)n =
n∑

r=0

n!

(n− r)!r!
an−rbr =

∑
r+q=n

n!

q!r!
aqbr

(a+ b+ c)n =
∑

i+j+k=n

n!

i!j!k!
aibjck

(x1 + x2 + · · ·+ xt)
n
=

∑
n1+n2+···+nt=n

n!

n1!n2! · · ·nt!
xn1
1 x

n2
2 · · ·xnt

t

其中二项式定理中有 q = n − r，你会发现有些
∑
的符号上没有终止项，而且下面也很

奇怪；这一类可以理解为：满足
∑
符号下面的条件的非负整数都算作一项，之后把满足

条件的项都加起来。

∏
连乘积∑

运算和
∏
运算基本一样，只不过是将“+”换成了“×”，如：

n∏
i=1

ai = a1 × a2 × a3 × · · · × an
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所以只要理解
∑
运算就可以推出

∏
运算了，请读者理解以下例子：

n∏
i=1

i = 1× 2× · · · × n = n!

n∏
i=m

i = m× (m+ 1)× · · · × n =
n!

(m− 1)!

以上便是高中可能涉及到的（不过高中教材似乎没涉及到过，竞赛有些题目上会有，

不过都是出于简化式子的目的）

你更深入钻研肯能会遇到复杂的情况，譬如多个函数乘积的导数，我们在高中仅学习

过两个函数乘积的导数，现在看看它更一般的形式：[
n∏

i=1

fi(x)

]′
=

n∑
j=1

{
f ′
j(x)

n∏
i=1,i ̸=j

fi(x)

}

由于涉及到 i, j 两个变量，我们要一步一步分析，当 j 取一个确定的值时，可以将 j

看作定量，也就是把 j“冻结”住，再来带入到这个大括号中，注意到，由于 j 取的值在

[1, n] 之间，所以 i 必定会取到，又因 i 6= j 所以，只需要将 i = j 这一项排除掉再连乘，

这是 j 为一个定值时取得的一个项，最后将所有满足 j 的条件的项累加起来就是我们需

要的结果了。

如果你还是觉得晦涩难懂，不妨将 n 设为一个较小的值（如 n = 3）来推推看，当

n = 3 时只需要用换元法就可以简单证明，不过带入较小的值取展开式子，在很多情况都

有利于我们理解式子。

[1] [2] [3]
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1 集合

高中集合内容与数学分析的集合内容大同小异，所以我会直接引用数学分析的内容

来写，对于高中没有的内容会有特别标注。

1.1 集合有关的一些定义

集合

♡

集合是数学中不予定义的原始对象，对于原始概念“集合”虽不予定义，但是

可以描述；集合是具有某种特定性质的具体或抽象的对象汇集成的总体，这些对象

称为该集合的元素。

一般情况下, 用大写字母 A,B,C, . . . 表示集合，用小写字母 a, b, c, . . . 表示元素。集

合可以通过 A = {a, b, c, . . .} 来表示集合 A 含有元素 a, b, c, . . .

例如：由 2∼5 之间整数组成的集合 A，其中 A 有 2,3,4,5 这四个元素。可表示为
A = {2, 3, 4, 5}

集合的性质：无序性，互异性以及元素具有确定性。

无序性：元素先后位置不会影响集合，如:{a, b, c} = {b, c, a}
互异性：元素之间互不相同，如不存在 {a, a, b}
确定性：元素是一个确定的对象，高中数学不研究模糊性质，如不存在元素“高个子”。

空集：不包含任何元素的集合，用 ϕ 表示

全集：含有研究的所有对象的集合

集合的表示方法：

枚举法: 将元素逐一列举，如 A = {a, b, c, d}
描述法：描述元素具有的性质 P , 如 A = {x|x 具有性质 P}
高中还有特别说明用 Venn 图以及区间可表示集合
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1.1.1 集合与元素、集合的关系

集合与元素的关系：

x ∈ S, (x属于S)

x /∈ S, (x不属于S)

也有用 x∈S 来表示“不属于”关系。
集合与集合的关系：

S ⊂ T , 意为 ∀x ∈ S ⇒ x ∈ T , 称为 S 是 T 的子集 (高中用 S ⊆ T ��)
S 6⊂ T , 意为 ∃x ∈ S ⇒ x /∈ T，故 S 不是 T 的子集 (高中用 S ⊈ T 表示)
S = T ⇐⇒ S ⊂ T, T ⊂ S

S ⫋ T , 意为 S ⊂ T, ∃x ∈ T, x /∈ S,S 称为 T 的真子集

区间表示：

(a, b) = {x|a < x < b} ,闭区间

[a, b] = {x|a ≤ x ≤ b},开区间

(a, b] = {x|a < x ≤ b} ,半开半闭区间

常用集合：R实数集,Q有理数集,Z整数集,N自然数集1，其中蕴含关系：R ⊃ Q ⊃ Z ⊃ N+

计算一个集合的子集个数，如果集合 T = {a1, a2, a3, . . . , an}，则共有 2n 个子集，

2n − 1 个真子集，2n − 2 个非空真子集，其结论由组合数推出2

n∑
i=0

(
n

i

)
= 2n

1.2 集合的运算

集合的基本运算分为交并补差3运算 (点击1.2查看)

配上 Venn 图更好理解每个运算。

1N+ 或 N∗ 正整数集
2(n

i

)
就是组合数，高中用 Ci

n 表示，上下是相反的
3高中不学差运算
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交集：S
⋂
T = {x|x ∈ S 且 x ∈ T}

T

S

图 1: 交集 S
⋂
T

并集：S
⋃
T = {x|x ∈ S 或 x ∈ T}

T

S

图 2: 并集 S
⋃
T

补集：SC
X 或 ∁XS=X\S

通常将 SC
X 记为 SC ,X 为全集。

S

X

图 3: 补集 SC
X 或 ∁XS

差集：S\T{x|x ∈ S 且 x /∈ T}

T

S

图 4: 差集 S\T
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交换律：

A
⋃
B = B

⋂
A

A
⋂
B = B

⋂
A

结合律：

A
⋃(

B
⋃
C
)
=
(
A
⋃
B
)⋃

C

A
⋂(

B
⋂
C
)
=
(
A
⋂
B
)⋂

C

分配律：

A
⋂(

B
⋃
C
)
=
(
A
⋃
B
)⋂(

A
⋃
C
)

A
⋃(

B
⋂
C
)
=
(
A
⋃
B
)⋂(

A
⋃
C
)

对偶率4

(
A
⋃
B
)C

= AC
⋂
BC

A
⋃
B = A

⋂
B

有限集与无限集：有限个元素组成为有限集，不是有限集的集合为无限集 (高中一般
研究有限集)

集合 A 的元素个数，高中常用 cardA 表示，有

card
(
A
⋃
B
)
= cardA+ cardB − card

(
A
⋂
B
)

1.3 充分条件与必要条件

对于两个事件 p, q, 如果：

1. p⇒ q，则称事件 p 是事件 q 的充分条件，而 q 是 p 的必要条件。

2. p⇏ q, 则称事件 p 不是事件 q 的充分条件，而 q 不是 p 的必要条件。

4又叫德摩根率，有些旧书叫反演率
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3. p⇔ q, 则称事件 p 是事件 q 的充分必要条件简称充要条件

举个例子：p : x < 3, q : x < 2, 不难知道，p 是 q 的必要不充分条件，也就是

p⇏ q, q ⇒ p

1.4 全称量词与存在量词

“若 p 则 q”称为一个命题

1.“所有的，任意一个”为全称量词，用 ∀ 表示

2.“存在一个，至少有一个”为存在量词，用 ∃ 表示

事件 p 的否定用 ¬p 表示，概率论中也有类似表示如概率空间中 A 的反，就是 A

p ∧ q 为 p 且 q, 可以想为串联电路或交集
p ∨ q 为 p 或 q, 可以联想并联电路或并集

1. 互逆命题：“若 p 则 q”的逆命题为“若 q 则 p”

2. 互否命题：“若 p 则 q”的否命题为“若 ¬p 则 ¬q”

3. 互为逆否命题：“若 p 则 q”的逆否命题为“若 ¬q 则 ¬p”

原命题 逆命题 否命题 逆否命题

真 真 真 真

真 假 假 真

假 真 真 假

假 假 假 假

主要记住原命题与逆否命题真假一致就行了。

对于全称命题的否定：

∀x ∈ S, p(x)

∃x ∈ S,¬p(x)

同理对特称量词的否定：

∃x ∈ S, p(x)

∀x ∈ S,¬p(x)
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2 不等式

2.1 不等式基本性质

用不等号 (<,>,⩽,⩾, 6=) 表示不等关系的式子叫不等式。
基本事实：对于 a, b ∈ R 有

a− b > 0 ⇐⇒ a > b

a− b = 0 ⇐⇒ a = b

a− b < 0 ⇐⇒ a < b

不等式性质

1. a > b ⇐⇒ b < a (对称性)

2. a > b, b > c ⇐⇒ a > c (传递性)

3. 如果 a > b，则 a+ c > b+ c

4. 如果 a > b, c > 0，则 ac > bc

如果 a > b, c < 0，则 ac < bc

5. 如果 a > b, c > d，则 a+ c > b+ d

6. 如果 a > b > 0, c > d > 0，则 ac > bd

7. 如果 a > b > 0，那么 an > bn (n ∈ N, n ⩾ 1)

8. 如果 a > b > 0，那么 n
√
a > n

√
b (n ∈ N, n ⩾ 2)

9. a
b
> 0 ⇐⇒ ab > 0, a

b
< 0 ⇐⇒ ab < 0

其中不等式的传递性是放缩技巧的本质，第 9 条在高次不等式中常用到的性质。

同解性 同解不等式：如果两个不等式的解集相同，那么这两个不等式叫做同解不等式。

1. 对于任何一个整式 F (x)，不等式 f(x) > g(x) 与 f(x) + F (x) > g(x) + F (x) 同解；

2. 若 m > 0，不等式 f(x) > g(x) 与 mf(x) > mg(x) 同解；

3. 若 m < 0，不等式 f(x) > g(x) 与 mf(x) < mg(x) 同解；
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2.2 基本不等式

由 (a− b)
2 ⩾ 0 推出：

a2 + b2 ⩾ 2ab

当且仅当 a = b 时等号成立

这时如果令 a =
√
x, b =

√
y 则可得到基本不等式：

基本不等式

♠

对于 ∀x, y ∈ R+ 有：

x+ y ⩾ 2
√
xy (x, y ⩾ 0)

这是平均值不等式的一种，在“平均值不等式”会提到。

基本不等式常见变形：
b

a
+
a

b
⩾ 2, (ab > 0)

两个不定值的最值，通常是通过变形为一方，使另一方为定值。

当基本不等式一侧的和为定值，或另一侧的积为定值时可以用基本不等式来求最值，

但很多情况需要灵活的使用定值部分，如下列例题就用到“1 的代换”。
已知 a+ 6b = 2(a, b > 0)，求 4

a
+ 6

b
的最小值。

4

a
+

6

b
= (

4

a
+

6

b
) · 1

2
· 2

=
1

2
· (4
a
+

6

b
) · (a+ 6b)

= 20 +
12b

a
+

3a

b
⩾ 2

√
12b

a
· 3a
b

+ 20 = 32

2.3 一元二次不等式

一般解法:

1. 求
√
∆ =

√
b2 − 4ac，这一步是为了判断函数图像与 x 轴是否有交点

2. 通过 a 判断开口方向,a > 0 开口向上，a < 0 开口向下

3. 计算 x 取值范围

2.4 常用不等式及方法

比较常用的不等式。
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例如一元二次不等式 ax2 + bx+ c < 0
画出 ax2 + bx + c 的函数图像可知，其实就是求函
数图像在 x 轴以下的部分的 x 取值范围。同理可得
ax2 + bx + c > 0 就是求函数图像在 x 轴以上的部分
的 x 取值范围。

y

x

ax2 + bx+ c

图 5: 一元二次不等式

2.4.1 柯西不等式

定理

♠

柯西不等式： (
n∑

i=1

x2i

)
·

(
n∑

i=1

y2i

)
⩾
(

n∑
i=1

xiyi

)2

当且仅当 xi

yi
为定值时等号成立。

下面进行证明：

有两组数据 xi, yi(i = 1, 2, . . . , n)，可以将他们看作 n 维向量 −→x ,−→y 的坐标，即:

−→x = (x1, x2, . . . , xn)

−→y = (y1, y2, . . . , yn)

由向量的内积可知：

−→x · −→y = cos θ |−→x | |−→y | (θ =< −→x ,−→y >)

其中:

−→x · −→y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn =
n∑

i=1

xiyi

|−→x | · |−→y | =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n ·

√
y21 + y22 + · · ·+ y2n =

√√√√ n∑
i=1

x2i ·

√√√√ n∑
i=1

y2i
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可得到

cos θ =
−→x · −→y

|−→x | · |−→y |
=

∑n
i=1 xiyi√∑n

i=1 x
2
i ·
√∑n

i=1 y
2
i

不难知道，θ ∈ R 时，有 cos θ ∈ [−1, 1],cos2 θ ∈ [0, 1]，所以有

cos2 θ = (
∑n

i=1 xiyi)
2∑n

i=1 xi
2 ·
∑n

i=1 yi
2

可以得到取值范围：

0 ≤
(
∑n

i=1 xiyi)
2∑n

i=1 x
2
i ·
∑n

i=1 y
2
i

≤ 1

最后可以得出柯西不等式:

0 ≤

(
n∑

i=1

xiyi

)2

≤
n∑

i=1

x2i ·
n∑

i=1

y2i

当且仅当 xi

yi
为定值时，取等号。

□
我们常用到二、三维柯西不等式，也就是 n = 2 或 3 时；一般形式的柯西不等式：对

于 ∀ai, bi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n，有：

(
a1

2 + a2
2 + · · ·+ an

2
)
·
(
b1

2 + b2
2 + · · ·+ bn

2
)
⩾ (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)

2

二维形式： (
a1

2 + a2
2
)
·
(
b1

2 + b2
2
)
⩾ (a1b1 + a2b2)

2

三维形式：

(
a1

2 + a2
2 + a3

2
)
·
(
b1

2 + b2
2 + b3

2
)
⩾ (a1b1 + a2b2 + a3b3)

2

2.4.2 三角不等式

三角不等式

♠

对于 ∀a, b ∈ R 有：

||a| − |b|| ⩽ |a+ b| ⩽ |a|+ |b|

这个不等式有向量的形式、复数的形式，我觉得用向量的方法去记是比较好的，不过
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我先证明一下最普遍的形式（以上这个）

证：因为对于任意实数 a, b 都有：

−|a||b| ⩽ ab ⩽ |a||b|

所以

|a|2 − 2|a||b|+ |b|2 ⩽ a2 + 2ab+ b2 ⩽ |a|2 + 2|a||b|+ |b|2

两边开方后就得到

||a| − |b|| ⩽ |a+ b| ⩽ |a|+ |b|

□
这个不等式常用在有关绝对值的运算中，若将 a, b 理解成向量，则 −→a ,

−→
b ,

−−−→
a+ b 构成

一个三角形，而三角不等式表示的意义是在三角形中，任意两边之和大于第三边，任意两

边之差小于第三边。

若对于 −|a||b| ⩽ ab ⩽ |a||b| 我们给式子乘一个-1，同样可以推出，所以综合一下就
是：

||a| − |b|| ⩽ |a± b| ⩽ |a|+ |b|

什么时候用 + 什么时候用 −，这得具体情况具体分析，如果 − 的形式可以化简式
子，那就用 − 的形式。

下面我举个有关绝对值不等式的例子：

已知 f(x) = |x− a|+ |x+ 3|，若 f(x) > −a，求 a 的取值范围。

用三角不等式可得：

|x− a|+ |x+ 3| ⩾ |x− a− x− 3| = |a+ 3|

故只需要解 |a + 3| > −a 的解集即可，最后可以分类讨论或两边平方来解不等式，可以
得到 a 的取值为 a ∈ (− 3

2
,∞)
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2.4.3 平均值不等式

设有 n 个正实数 a1, a2, . . . , an，记：

算术平均数An =
a1 + a2 + · · ·+ an

n

几何平均数Gn = n
√
a1a2 · · · an

调和平均数Hn =
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

平方平均数Qn =

√
a21 + a22 + · · ·+ a2n

n

An, Gn,Hn, Qn 它们有如下关系：

Hn ⩽ Gn ⩽ An ⩽ Qn

特别的，基本不等式就是 G2 ⩽ A2 的情况。

当 n = 2 时可以得到二元均值不等式即：对于任意正实数 a, b 有

2
1
a
+ 1

b

⩽
√
ab ⩽ a+ b

2
⩽
√
a2 + b2

2

当且仅当 a = b 时取得等号。

下面用几何方法证明这个不等式链。

Z Y

M

AG

H

R

图 6: 二元均值不等式

如图在圆 C 中，圆心为 A、直径为 ZY，点 M 是其上任意一点，记过 M 点做 MG

垂直 ZY 垂足为 G，这时不妨设 a = |ZG|, b = |Y G|，连接 MA，显然 |MA| 为半径，即

|MA| = |ZG|+ |Y G|
2

=
a+ b

2
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根据射影定理（相似）可得

|MG| =
√
|ZG| · |Y G| =

√
ab

M 到直线 ZY 的最短距离为 |MG|，即

|MG| ⩽ |MA|
√
ab
a+ b

2

过点 G 做 GH 垂直于 MA，垂足为 H，显然 4MHG ∼ 4MGA，因此可以求得 |MH|

|MH| = |GM | · |GM |
|MA|

=
2ab

a+ b
=

2
1
a
+ 1

b

以 A 为圆心，|GA| 为半径做圆 C ′（虚线所示），过点 A 做 AR 平行于 HG，R 为圆 C ′

上的点，连接 MR，根据勾股定理可得 |MR|

|MR| =
√

|RA|2 + |MA|2

=

√
(b− a+ b

2
)
2

+ (
a+ b

2
)
2

=

√
a2 + b2

2

显然点 M 到直线 GH 的距离最短的为 |MH| 因此

|MH| ⩽ |MG|
2

1
a
+ 1

b

⩽
√
ab

同理点 M 到直线 AR 的距离最短为 |MA| 因此

|MA| ⩽ |MR|

a+ b

2
⩽=

√
a2 + b2

2
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综上：

|MH| ⩽ |MG| ⩽ |MA| ⩽ |MR|

即证
2

1
a
+ 1

b

⩽
√
ab ⩽ a+ b

2
⩽
√
a2 + b2

2

特别的，当 a = b 时，也即点 M 为半圆弧 ZY 的中点时，点 G 与点 A 重合，上式取等

号。

□

2.4.4 权方和不等式

权方和不等式在高考中常用于一些分式和的最值问题，但高考中基本只会用到权方

和二元二次或多元二次的形式，对于更一般的形式以及证明我会放在后面。

权方和不等式

♠

二元二次的形式：设：x, y, a, b ∈ R+

a2

x
+
b2

y
⩾ (a+ b)

2

x+ y

当且仅当 a
x
= b

y
时取等号。

多元二次的形式：设 xi, yi ∈ R+

x21
y1

+
x22
y2

+ · · ·+ x2n
yn

⩾ (x1 + x2 + · · ·+ xn)
2

y1 + y2 + · · ·+ yn
n∑

i=1

x2i
yi

⩾ (
∑n

i=1 xi)
2∑n

i=1 yi

当且仅当 xi = kyi 时取等号。
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证明：对于二元二次不等式，只需用均值不等式即可证明。

a2

x
+
b2

y
⩾ (a+ b)

2

x+ y

(x+ y) · (a
2

x
+
b2

y
) ⩾ (a+ b)

2

a2 +
x

y
b2 + b2 +

y

x
a2 ⩾ a2 + b2 + 2ab

y

x
a2 +

x

y
b2 ⩾ 2ab (1)

通过均值不等式可知，(1) 式显然成立，QED。
对于多元二次不等式的证明，需要用到柯西不等式：

x21
y1

+
x22
y2

+ · · ·+ x2n
yn

⩾ (x1 + x2 + · · ·+ xn)
2

y1 + y2 + · · ·+ yn

(y1 + y2 + · · ·+ yn) ·
(
x21
y1

+
x22
y2

+ · · ·+ x2n
yn

)
⩾ (x1 + x2 + · · ·+ xn)

2

(
n∑

i=1

√
yi

2

)
·

(
n∑

i=1

xi
2

√
yi

2

)
⩾
(

n∑
i=1

xi

)2

不妨设
√
yi = ai,

xi√
yi

= bi, i = 1, 2, . . . , n，则原式转换为：

(
a1

2 + a2
2 + · · ·+ an

2
)
·
(
b1

2 + b2
2 + · · ·+ bn

2
)
⩾ (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)

2

由柯西不等式可知该式显然成立，QED。

下面举两个例子：

已知 x ∈ (0, 1)，求 9
x
+ 16

1−x
的最小值。

这题我们可以用“1 的代换”来做，设 a = x, b = 1− x，又 a+ b = 1，带回原式即

可，但用权方和不等式会稍微快那么一点：

由权方和不等式可知：

(x+ 1− x)

(
9

x
+

16

1− x

)
⩾
(√

9 +
√
16
)2

= 49

例二：已知 a > 1, b > 1，求 b2

a−1
+ a2

b−1
的最小值。
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由权方和不等式可知：

b2

a− 1
+

a2

b− 1
⩾ (a+ b)

2

a+ b− 2

不妨设 t = a+ b− 2，代入可得

(a+ b)
2

a+ b− 2
=

(t+ 2)
2

t

= t+ 4 +
4

t
⩾ 2

√
4 + 4 = 8

故可得原式的最小值为 8

2.4.5 三角换元

三角换元是很好用也非常灵活的一个方法，它的本质就是三角函数的恒等式：

sin2 θ + cos2 θ = 1

将 sin θ, cos θ 与未知数进行换元，例如已知 x2 + y2 = 1，求 x+ 2y 的取值范围。令:{
x = sin θ
y = cos θ

则原式可化为：

x+ 2y = sin θ + 2 cos θ

此时通过辅助角公式可知：

x+ 2y =
√
5 sin(θ + φ)

其中 sin(θ+ φ) ∈ [−1, 1]，φ 满足 cosφ = 1√
5
, sinφ = 2√

5
，如果这里不知道辅助角怎

么推导到这一步的，可以查看一下辅助角公式那一节。

最后可得 x+ 2y ∈ [−
√
5,
√
5]。

这是显而易见可以用到三角不等式的例子，下面我举的例子都是不容易看出来的，因

篇幅有限，有些例题只将思路。

例一：已知 x2 − 2xy + 2y2 = 2，求 x2 + 2y2 取值范围。
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这题简单配凑即可换元，条件可转换为 (x− y)
2
+ y2 =

√
2
2
，令：{

x− y =
√
2 sin θ

y =
√
2 cos θ

带回原式

x2 + 2y2 = (
√
2(sin θ + cos θ))

2
+ 2(

√
2 cos θ)

2

= 2(2 + sin 2θ + cos 2θ)

= 4 + 2
√
2 sin(2θ + φ)

最后得 x2 + 2y2 ∈ [4− 2
√
2, 4 + 2

√
2]。

例二：已知 x2 + 2xy = 1，求 x2 + y2 的取值范围。

这题从已知条件不好求，所以从 x2 + y2 开始换元：

不妨设 x2 + y2 = r2，则有： {
x = r sin θ
y = r cos θ

之后将设的 x, y 带到条件中即可解出 r 的取值范围。

例三：已知 f(x) =
√
3− x+ 2

√
x+ 1，求 f(x) 的值域。

这里注意到两个根号式子加起来，可以将 x 给消去，即：

(
√
3− x)

2
+ (

√
x+ 1)

2

= 3− x+ x+ 1

= 4

此时令 {
m =

√
3− x = 2 sin θ

n =
√
x+ 1 = 2 cos θ

带回函数 f(x) 中即可，不过需要注意的是 θ 的取值范围。

2.4.6 高次不等式

对于高次不等式，如果这个高次不等式能够因式分解，那么常用到“穿针引线法”来

解决，先说这个方法的口诀：自上而下、从右往左、奇穿偶不穿。
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我比较排斥例如“口诀、大招、秒杀”一类的字眼，因为它自带特殊性，把一般问题

特殊化，深入的推导表面化，尽管是应试学习，学数学也需要究其本质。

实际上“穿针引线法”是对于高次不等式，在代数上与几何上数形结合推导出来的产

物，我们先来看看一个简单的式子：

对于不等式：
x(x− 1)(x− 2) > 0

不难看出，如果我们带入当自变量 x = 0, 1, 2，
则 y = x(x− 1)(x− 2) 均为 0，也就是说 f(x) = y 有
三个零点，而且不论 x 取何值，均有：

x > (x− 1) > (x− 2)

不妨设 a = x, b = x− 1, c = x− 2，可知：

i. 2 < x 时，a, b, c > 0

ii. 1 < x < 2 时，a, b > 0, c < 0

iii. 0 < x < 1 时，a > 0, b, c < 0

iv. x < 0 时，a, b, c < 0

x

y

−1 1 2 3

−2

2

y = x(x− 1)(x− 2)

图 7: 穿针引线

又因 y = x(x− 1)(x− 2) = abc，由上面得出的四条推论推出：

i. 2 < x 时， a · b · c > 0 ⇐⇒ y > 0

ii. 1 < x < 2 时，a · b · c < 0 ⇐⇒ y < 0

iii. 0 < x < 1 时，a · b · c > 0 ⇐⇒ y > 0

iv. x < 0 时， a · b · c < 0 ⇐⇒ y < 0

结合以上结论我们可以得到 y > 0 时 x 的取值范围，也能因此画出图像，阴影部分为取

值范围。

我们也可以直接奔结论，将推论进行筛选，这能节省不少时间，如：

∵ y > 0, a > b > c

∴ a > 0 b, c < 0 or a, b, c > 0

上式的意思是：若 y = abc 要为正数，且 a > b > c，那么只有两种情况满足，也就是

a, b, c 均为正数时，或 a 为正数，b, c 为负数，因此直接求这两个情况的取值范围即可。
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以上的例子是由代数的思想推导出的，但我们只要有第一步的推论，其实就可以画出

函数图像的大概样子了，结合图像判断得更快。

而穿针引线法其实就是教你怎么画这个函数图像，我来解释一下口诀的具体做法：“从

上至下，从右到左”这句意为着作图的方向，“奇穿偶不穿”其中“奇偶”意为因式分解

后每个项的指数奇偶，而“奇穿偶不穿”意为当指数为奇数时穿过这个项所代表的零点，

而指数为偶数时不穿过。

看文字可能比较抽象，可以尝试用这个方法画上面的例子，其中 a, b, c 都是一次项，即它

们的指数都是奇数，因此都穿过。

例如不等式：

5

2
x(x− 1)2(x− 2)3 < 0

此时 b 的指数为偶数，b 对应的零点不穿过，a, c
的指数为奇数，因此它们对应的零点穿过，结合图像
即可画出，如右图所示。
奇穿偶不穿的原理是什么？不妨以代数的角度来

思考，当一个项的指数为偶数时，那么它必定为非负
的数，不妨把它看作一个正的常数，只需要注意当 x
取到这个项的零点时因变量 y 也为 0，其他时候尽管
把它看作正的常数。

x

y

−1 1 2 3

−2

2
y = 5

2
x(x− 1)2(x− 2)3

图 8: 穿针引线 2

下面我举一个比较复杂的例子，也是比较综合的问题：解不等式

(x2 + 1)(x2 − 5x+ 6)(x+ 4)
3
( 2ex− 2)4

(x− 10)(x2 + 2x+ 1)
ex > 0

求 x 的取值范围。

这道题如果用我们用第一个例子的方法去做，会比较复杂，但用穿针引线法画图，以

几何的视角来解，会简单一点点，不易漏情况，读者可当作课后习题。

下面我来讲解一下思路：
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第一步用不等式的性质将分式转换为等价形式，以及因式分解：

(x2 + 1)(x2 − 5x+ 6)(x+ 4)
3
( 2ex− 2)

4

(x− 10)(x2 + 2x+ 1)
ex > 0

⇐⇒
(
x2 + 1

) (
x2 − 5x+ 6

)
(x+ 4)

3

(
2

ex− 2

)4

(x− 10)
(
x2 + 2x+ 1

)
ex > 0

(
x2 + 1

)
(x− 2) (x− 3) (x+ 4)

3

(
2

ex− 2

)4

(x− 10) (x+ 1)
2ex > 0

第二步将不会影响结果的项排除掉，该式中，(x2 +1) 与 ex 项恒大于 0，因此不影响
结果，再来我们把这一串式子的零点找出来，从小到大依次为：−4,−1, 2, e, 3, 10。

第三步，画函数图像判断取值范围；这一步读者可自己画一下，最后得到的解集为：

x ∈ (−∞,−4) ∪ (2, e) ∪ (e, 3) ∪ (10,+∞)

2.4.7 对数均值不等式

定理

♠

对数均值不等式 (ALGa) 对于互异的两正实数 a, b 有：

a+ b

2
>

a− b

ln a− ln b >
√
ab

aArithmetic-Logarithmic-Geometric mean inequalities

需要注意的是 a− b 或 b− a 并不影响这个不等式，依据是：

a− b

ln a− ln b =
b− a

ln b− ln a
−(ln b− ln a) = ln a− ln b

在“极值点偏移”中的题目许多都用到这个不等式，证明这个不等式有许多种方法，

高中最常用的方法我放在飘带放缩那一节具体在导数放缩那里，下面来看看用几何直观

证明 ALG；
证明：先来证明

a+ b

2
>

a− b

ln a− ln b
如下图

设 a, b 分别是图中 D,C，它们的中点 E 为 a+b
2
，EF 垂直于 x 轴，F 是 f(x) 上的
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y

x

A

B

CD

A′

B′

EO

h
F f(x) = 1

x

图 9: ALG 的几何证明 1

点，过 F 点作与 f(x)的切线交 AD,BC 于 A′, B′；记 S1 = ÂBCD,S2 = A′B′CD，（ÂB

的意思是弧 AB）直观的可以看出 S1 > S2；不难知道

S1 =

∫ b

a

1

x
dx = ln b− ln a

通过梯形的面积公式也很容易知道：

S2 =
(|A′D|+ |B′C|)|DC|

2

= |FC| · |DC|

=
2(b− a)

a+ b

因此可以得到

S1 > S2

ln b− ln a > 2(b− a)

a+ b
a+ b

2
>

b− a

ln b− ln a =
a− b

ln a− ln b

故左边得证；

现在来证明
a− b

ln a− ln b >
√
ab
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如下图

y

x

A

B

CD EO

F
f(x) = 1

x

图 10: ALG 的几何证明 2

设 a, b 分别为 D,C，记 E 代表
√
ab，由于 0 < a < b 不难证

a <
√
ab < b

EF 垂直于 x轴，F 是 f(x)上的点，连接 AF,BF，记：S1 = ÂBCD,S3 = SADEF+SBCEF，

直观的可以看出 S3 > S1，可以知道

S1 =

∫ b

a

1

x
dx = ln b− ln a

S3 = (
1√
ab

+
1

b
)(b−

√
ab)

1

2
+ (

1√
ab

+
1

a
)(
√
ab− a)

1

2

S3 =
b− a√
ab

综上：

S3 > S1

b− a√
ab

> ln b− ln a

a− b

ln a− ln b =
b− a

ln b− ln a >
√
ab

□
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2.5 比较大小

比较大小最基本的方法比较法，分为作差法和作商法

作差法：利用 a− b > 0 ⇐⇒ a > b 思路，将其化为恒等式后判断。

作商法：a > 0, b > 0 有 a
b
> 1 ⇒ a > b，可用 a

b
的值来判断。

构造函数

比大小中最常用的方法就是构造函数然后判断函数的单调性；例如下面的例子：

e.g. 已知 a = ln 2 + 1
3
, b = ln 3 + 1

3
, c = e+2

e+1
，判断 a, b, c 的大小关系。注意到

c =
e + 2

e + 1
= ln e + 1

e + 1

因此 a, b, c 都有相同的结构，所以构造函数

f(x) = lnx+
1

x+ 1

可知 a = f(2), b = f(3), c = f(e)，对 f(x) 求导得

f ′(x) =
(x+ 1)

1 − x

x(x+ 1)
2 =

x2 + x+ 1

x(x+ 1)
2

不难知道，当 x > 0 时 f(x) 单调递增，因此可得

a < c < b

放缩

除了构造函数，我们可以通过一些放缩来判断量的关系，主要的放缩我放在导数那一

节了，可以去查看比较常用的放缩式。

2.5.1 糖水不等式

糖水不等式的核心就是放缩，通常意义下有两种糖水不等式，当然通过直觉理解是最

好的，不过我也会写代数证明。

定理

若 a > b > 0, c > 0，则有：
b

a
<
b+ c

a+ c
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若 a1 > b1 > 0, a2 > b2 > 0, b1
a1
< b2

a2
，则有：

b1
a1

<
b1 + b2
a1 + a2

<
b2
a2

想象一下，现在有一杯糖水质量为 a 克，含糖 b 克，则它的糖水浓度为 b
a
，现在加一

块质量为 c 的糖进去，容易得到，新的甜水浓度为 b+c
a+c
，生活常识告诉我们，一杯水加入

糖肯定会更甜而不是更淡因此成立：

b

a
<
b+ c

a+ c

下面是代数证明：

b

a
<
b+ c

a+ c

b(a+ c) < a(b+ c)

bc < ac

b < a

由条件，等式显然成立。

□
现在，我们有两杯糖水，一杯浓一杯淡，可以得到 b1

a1
< b2

a2
，将这两杯糖水混合在一

起得到一杯新的糖水，其浓度为 b1+b2
a1+a2

，生活经验告诉我们淡的加浓会更浓，而浓的加淡

的会更淡，因此不等式成立：
b1
a1

<
b1 + b2
a1 + a2

<
b2
a2

下面进行代数证明：由于左边和右边证明类似，所以只证明左边（其实与上式证明也差不

多）

b1
a1

<
b1 + b2
a1 + a2

b1(a1 + a2) < a1(b1 + b2)

b1a2 < a1b2

b1
a1

<
b2
a2

条件可知，该式成立。
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□

2.5.2 逼近

除了以上的方法外，还有一类方法是思维量少但计算量记忆量都很大的方法，也就是

逼近，去求近似值。

泰勒展开 使用来求近似值，需要注意的是泰勒展开只是一种局部的性质，因此在用它进

行近似计算时，x 不能远离 x0，否则效果会比较差。

帕德逼近 ，帕德逼近是一种用分式多项式来逼近的方法，效果比泰勒展开要更好，不过

计算量很大。

对于 ex，有如下函数逼近的近似表：

f(x) = ex 0 1 2

0 1 x+ 1 x2+2x+2
2

1 1
1−x

2+x
2−x

6+4x+x2

6−2x

2 2
x2−2x+2

2x+6
x2−4x+6

x2+6x+12
x2−6x+12

其中顶栏的 0, 1, 2 表示分子的次数，侧栏同理。

对于 ln(x+ 1)，有如下函数逼近的近似表：

f(x) = ln(x+ 1) 0 1 2

0 −− x 2x−x2

2

1 −− 2x
x+2

6x+x2

4x+6

2 −− 12x
12+6x−x2

3x2+6x
x2+6x+6
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3 函数的概念与性质

3.1 映射

映射是两集合的一种对应关系。

定义

♡

设集合 X,Y，其中 x ∈ X, y ∈ Y，若通过规则 f，使任意 x，有唯一 y 对应，

则称 f 为 X 到 Y 的映射，记为

f : X → Y

x 7→ y = f(x)

其中 y 称为映射 f 的之下 x 的像。

x 称为映射 f 之下 y 的逆像或原像。

X 称为定义域，记为 Df，Y 为陪域
a

x 的像 y 的全体称为值域，记为 Rf，Rf ⊂ Y。

Rf = {y|y ∈ Y ∧ y = f(x), x ∈ X}
a陪域 (Codomain) 又称上域、到达域，一般教材中不会特别说明

从定义可以看出构成一个映射的三要素（高中为函数的三要素）：

1. 定义域 X，即 Df = X。

2. 陪域 Y，Rf ⊂ Y，陪域包含值域，限制值域的范围。

3. 对应规则 f，使每一个 x ∈ X，有唯一的 y = f(x)。

映射要求元素的像是唯一的，但不要求逆像也具有唯一性，若逆像唯一则有如下规定

若对于映射：f : X → Y，f 的逆像也唯一，则 f 为单射，若 Rf = Y，则 f 称为满射

若又是单射又是满射，则 f 称为双射或一一对应。

3.1.1 逆映射

设 f : X → Y 是单射，有对应关系：

g : Rf → X

y 7→ x (f(x) = y)
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构成 Rf 到 X 的映射，把它称为 f 的逆映射，记为 f−1，其定义域为 Df−1 = Rf，值域

为 Rf−1 = X。

显然只要逆映射 f−1 存在，那它一定就是 Rf 到 X 的双射。

3.1.2 复合映射

设有两个映射

g : X → U1

x 7→ u = g(x)

和

f : U2 → Y

u 7→ y = f(u)

如果 Rg ⊂ U2 = Df，那么就可以构造一个新的对应关系

f ◦ g : X → Y

x 7→ y = f (g(x))

这是一个映射，我们将之称为 f 和 g 的复合映射（关键在于 Rg ⊂ Df 是否成立）

要注意 f ◦ g 与 g ◦ f 一般是不同的。显然可以得到两个恒等式：

f ◦ f−1(y) = y, y ∈ Rf

f−1 ◦ f(x) = x, x ∈ X

3.1.3 一元实函数

设 X ⊂ R, Y ⊂ R 对于映射

f : X → Y

x 7→ y = f(x)

称为一元实函数，简称函数。x 为自变量，y 为因变量，f 函数关系。
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3.2 初等函数

以下六类函数是我们经常接触到的

1. 常数函数：y = c

2. 幂函数：y = xα(α ∈ R)

3. 指数函数：y = ax(a > 0 ∧ a 6= 1)

4. 对数函数：y = loga x(a > 0 ∧ a 6= 1)

5. 三角函数：如 y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx 等

6. 反三角函数：如 y = arcsinx, y = arccosx, y = arctanx 等

它们被统称为基本初等函数。

由基本初等函数经过有限次的四则运算与复合运算产生的函数称为初等函数。

初等函数的自然定义域是指自变量的最大取值范围

e.g.
sinx 的自然定义域就是 R，
loga x(a > 0, a 6= 1) 的自然定义域就是 R+ = (0,+∞)。

当两个函数的 f,Df 相同时（即对应规则和定义域相同），则它们为同一函数。

3.3 函数表示

3.3.1 分段表示

设 A,B 是两个互不相交的实数集合，即 A ∩B = ∅，且 A ∪B 6= ∅，ψ(x), φ(x) 分
别是定义在 A,B 上的函数，则

f(x) =

{
ψ(x) , x ∈ A

φ(x) , x ∈ B

函数 f(x) 是定义域为 A∪B = Df 的函数，这样的函数表示称为函数的函数的分段表示。

这里只分了两段，但其实可以分为任意有限段，甚至无限多段。

下面举几个非常常见的分段函数：

e.g. 符号函数 sgn x 定义如下

sgn x =


1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0
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其定义域为 Df = R，值域为 Rf = {−1, 0, 1}。
e.g. 高斯函数，也叫取整函数记为 y = [x]，定义如下

y = [x] = n, n ⩽ x < n+ 1, n ∈ Z

其定义域为 Df = R，值域为 Rf = Z。

3.3.2 显式与隐式表示

像 y = f(x)，因变量单独放等式的一边，另一边是只含自变量的表达形式，这称为

函数的显示表示。

而函数的隐式表示，是指通过方程 F (x, y) = 0 来确定变量 y 与 x 的关系，这也是一

种重要的表示形式。

当只考虑圆方程的上或下半圆时，x2 + y2 = R2, y ⩾ 0（或 y ⩽ 0）就是它的隐式表

示。

3.3.3 参数表示

表示 x, y 之间的关系时，需要引入参数 t，通过建立 t 与 x，t 与 y 之间的关系来确

定 x, y 之间的关系，即 {
x = x(t) , t ∈ [a, b]

y = y(t) , t ∈ [a, b]

这种方法叫函数的参数表示5。

3.4 函数的简单特性

3.4.1 有界性

定义

♡

若存在两个常数 m,M，使得函数 y = f(x), x ∈ Df 满足

m ⩽ f(x) ⩽M,x ∈ Df

则称函数 f 在 Df 有界，其中 m 为它的下界，M 为它的上界。

易知一个函数有界时它的上界和下界是不唯一的。

5tikz 宏包中，绘制函数图像就是用的参数表示方法
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另一个有界函数定义是：

存在常数 M > 0 使函数 y = f(x), x ∈ Df 满足 |f(x)| ⩽ M,x ∈ Df，容易知道这两

种定义是等价的。

3.4.2 单调性

定义

♡

对函数 y = f(x), x ∈ Df，∀x1, x2 ∈ Df , x1 ⩽ x2 都有 f(x1) ⩽ f(x2)，则称函

数 f 在 Df 上单调增加，记作 f ↑ 当 ⩽ 变为 < 时称为严格单调增加，记作 f 严

格 ↑，同理可定义单调减少和严格单调减少。

很多函数在自然定义域中并非单调的，但在较小的范围内有单调性，例如 y = x2。

在一个区间的连续的单射函数是单调的，但需要注意的是单调性和连续性既不充分

也不必要。

3.4.3 奇偶性

函数 f 的定义域 Df 关于原点对称，即 x ∈ Df ⇐⇒ −x ∈ Df

偶函数

♡
若对一切 x ∈ Df 有 f(−x) = f(x) 则 f 是偶函数。

奇函数

♡

若对一切 x ∈ Df 有 −f(x) = f(−x) 则 f 是奇函数。

特别的，当 x = 0 处有定义，则 f(0) = 0

可以结合图像理解，奇函数关于原点对称，偶函数关于 y 轴对称。
了解了函数的奇偶性，有时我们只需要研究 Df ∩ [0,+∞) 上 f(x) 的性质，再由对称

性可得另一半的性质。

现设 g(x) = a+ f(x)，其中 f(x) 为奇函数，若函数有最大值 M、最小值 m，那么

可以得到一个结论：

g(M) + g(m) = 2a

The proof is trivial,and is left as an exercise.
由以上结论我们可以见微知著，推导出函数对称性更加一般的结论。
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推论

♢

若函数 f(x) 关于直线 x = c（c 是某个常数）对称，则任意满足 a+b
2

= c 的一

对 a, b，都可使下式成立

f(a+ x) = f(b− x)

特别的，当 c = 0 时，b = −a，即

f(a+ x) = f(−(a+ x))

显然 c = 0 时 f(x) 是偶函数。

这个推论是不难证明的，读者可以函数平移变换的性质自行证明。

类似的，可以得到函数关于某点对称时的推论。

推论

♢

若函数 f(x) 关于点 (a, b) 对称，则有

f(a− x) + f(a+ x) = 2b

特别的，当 a = b = 0 时，f(x) 是奇函数。

定理

♠

函数 f(x) 是奇函数，则 f ′(x) 是偶函数；如果 f(x) 是偶函数，则 f ′(x) 是奇

函数。

证明：若 f(x) 为奇函数，则有

f(x) = −f(−x)

两边求导得：

f ′(x) = f ′(−x)

当 f(x) 是偶函数时证明类似。

3.4.4 周期性

若存在常数 T > 0 使得对一切 x ∈ Df，成立 f(x+ T ) = f(x)，则称函数 f 是周期

函数，T 为它的周期，若存在满足上述条件的最小的 T，则称它为最小周期。
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但并非每个周期函数都有最小周期的，如迪利克雷函数不存在最小周期。

一个函数是周期函数，那么它的导函数也是一个周期函数，这是显然的

f(x) = f(x+ T )

可以推出：

f ′(x) = f ′(x+ T )

□
如果已知函数 f(x) 关于 x = c 对称，且关于点 (a, b) 对称，则这个函数是一个周期

函数。

3.4.5 伸缩平移

函数的平移变化可以通过“左加右减，上加下减”这句话来记忆，即

定理

♠

对于 f(x) 的图像有如下性质：

f(x) 向左平移 a(a > 0) 个单位 ⇐⇒ f(x+ a)

f(x) 向右平移 b(b > 0) 个单位 ⇐⇒ f(x− b)

f(x) 向上平移 a(a > 0) 个单位 ⇐⇒ f(x) + a

f(x) 向下平移 b(b > 0) 个单位 ⇐⇒ f(x)− b

上面，我限定了定向平移，也就是 f(x) 向左平移 a(a > 0)，图像 f(x) 只会向左移

动，这是为了更直观的理解字面意思，需要注意尽管 a < 0 时，性质也成立，只不过描述

的不符合常用语境，

e.g. f(x) 向左平移-4 个单位 ⇐⇒ f(x− 4) ⇐⇒ f(x) 向右平移 4 个单位。
函数的伸缩有如下性质：
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定理

♠

对于 f(x)：

f(x) 的横坐标变为原来的 a(a > 1) 倍 ⇐⇒ f(
x

a
)

f(x) 的横坐标变为原来的 b(1 > b > 0) 倍 ⇐⇒ f(bx)

f(x) 的纵坐标变为原来的 a(a > 1) 倍 ⇐⇒ af(x)

f(x) 的纵坐标变为原来的 b(1 > b > 0) 倍 ⇐⇒ 1

b
f(x)

其中变为原来的 a(a > 1) 倍通常被描述成，伸长 a 倍；变为原来的 b(1 > b > 0) 倍

通常被描述成，缩短为原来的 b 倍。

3.5 幂函数（高中内容）

f(x) = xα (α 是常数)，可知 f(x) 恒过 (1, 1)
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4 指数与对数

4.1 指数

xn = a，x 叫 a 的 n 次方根， n
√
a 叫根式，n 为根指数，a 为被开方数。

a
m
n = n

√
am

特别的有 n
√
0 = 0;

a−n =
1

an

运算性质：若 a > 0, b > 0, r, s ∈ Q 则

aras = ar+s

(ar)
s
= ars

(ab)
r
= arbr

4.1.1 指数函数

y = f(x) = ax(a > 0, a 6= 1, Df = R)

如图指数函数大致分两种情况：a ∈ (0, 1) 和 a ∈
(1,+∞)。

1. 当 a ∈ (0, 1) 时，f(x) 在 R 上单调递减，而且当
a 越接近 0 时，函数变化率越大，设有 a1, a2 ∈
(0, 1), a1 > a2，那么有 f1(x) < f2(x), x ∈
(−∞, 0)，和 f1(x) > f2(x), x ∈ (0,+∞)

2. 当 a ∈ (1,+∞) 时，f(x) 在 R 上单调递增，而
且当 a 越接近 +∞ 时，函数变化率越大，设
有 a1, a2 ∈ (1,+∞), a1 > a2，那么有 f1(x) <
f2(x), x ∈ (−∞, 0)，和 f1(x) > f2(x), x ∈
(0,+∞)

可以看出指数函数的图像恒过 (0, 1)

y

x

y = 2x

y =
(
1
2

)x

图 11: 指数函数
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4.2 对数

定义一种运算，若 ax = N(a > 0, a 6= 1) 有 logaN = x 其中 a 叫做底数，N 叫做真

数，特别的有：

log10 x = lgx

loge x = lnx

loga 1 = 0

loga a = 1

运算性质：

1. loga(MN) = logaM + logaN

2. loga
M
N

= logaM − logaN

3. logaM
N = N logaM

4. 恒等式：aloga N = N

5. 换底公式：loga b =
logc b

logc a

4.2.1 对数函数

y = f(x) = loga x 对数函数，Df = (0,+∞)，恒过点 (1, 0)。

如图对数函数也分两种情况：a ∈ (0, 1) 和 a ∈
(1,+∞)。

1. 当 a ∈ (0, 1) 时，f(x) 在 (0,+∞) 上单调递
减，而且当 a 越接近 0 时，函数变化率越小，
设有 a1, a2 ∈ (0, 1), a1 > a2，那么有 f1(x) >
f2(x), x ∈ (0, 1)，和 f1(x) < f2(x), x ∈ (1,+∞)。

2. 当 a ∈ (1,+∞) 时，f(x) 在 (0,+∞) 上单调递
增，而且当 a 越接近 +∞ 时，函数变化率越小，
设有 a1, a2 ∈ (1,+∞), a1 > a2，那么有 f1(x) >
f2(x), x ∈ (0, 1)，和 f1(x) < f2(x), x ∈ (1,+∞)。

y

x

y = log2 x

y = log 1
2
x

图 12: 对数函数
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4.3 反函数

设函数 f(x) = y，若得到一个函数 g(y) = x，这样的函数叫 f(x) = y 的反函数，记

作 x = f−1(y) 或 arcf(x) = g(x), 其中有 Dg = Rf , Df = Rg，一般存在反函数的条件是

原函数是一一对应的。

4.3.1 函数与反函数的对称轴

证明：原函数的反函数与原函数关于 y = x 对称

设函数 F (x, y) = 0，它的反函数为 F−1(x, y) = 0 = F (y, x)

对于点 P (a, b)，有 a ∈ RF−1 , b ∈ DF−1 ，因此 Q(b, a), P (a, b) 均有意义，现在证明 P,Q

关于 y = x 对称：

要证明 P,Q 关于 y = x 对称，只需要证明两部分：

1. P,Q 到对称轴 y = x 的距离相等；

2. 过 P,Q 的直线与 y = x 垂直。

令：

1. a 6= b

2. l : y = x

3. P (a, b) 到 l 的距离为 d1

4. Q(b, a) 到 l 的距离为 d2

5. 过 P,Q 的直线为 lPQ

d1 =
|b− a|√

2

d2 =
|a− b|√

2

d1 = d2
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得到 d1 = d2，接下来证明过 PQ 的直线与 l 垂直

lPQ : y − b =
b− a

a− b
(x− a)

kPQ =
b− a

a− b
= −b− a

b− a
= −1

l : y = x

k = 1

因此

k · kPQ = −1

=⇒ l ⊥ lPQ

故 P,Q 关于直线 l : y = x 对称。

□
这个结论可以推广到二元方程 F (x, y) = 0 和 F (y, x) = 0 关于直线 y = x 对称。这

个推论的好处在于方程有 DF = RF−1 , RF = DF−1，而反观映射，当且仅当映射是单射的

时候有 DF = RF−1 , RF = DF−1 成立。

举个例子，抛物线 x2 = 2py(p > 0) 和 y2 = 2px(p > 0) 关于直线 y = x 对称。

x

y

y = x
y = x2

x = y2

O

图 13: 函数与反函数对称关系
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4.4 方程的近似求解

f(x) = 0 时，x 的值叫做零点，求方程 f(x) = 0 的的解，是实际情况中常遇到的问

题，以下说说高中中常用的方法。

4.4.1 零点存在定理

零点存在定理

♡

高中的定义：如果函数 y = f(x) 在区间 [a, b] 上的图像是连续不断的一条曲

线，并且有 f(a) · f(b) < 0，那么，函数 y = f(x) 在区间 (a, b) 内有零点，即存在

c ∈ (a, b)，使得 f(c) = 0，这个 c 也就是方程 f(x) = 0 的根。

数学分析中的定义：若函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 连续，且 f(a) · f(b) < 0，则

一定存在 ξ ∈ (a, b)，使 f(ξ) = 0。

顺带一提连续函数的定义：若函数 f(x)在区间 (a, b)的每一点都连续，则称函数 f(x)

在开区间 (a, b) 上连续；

以及函数 f(x) 在 x0 处连续的定义 (文字语言，ε −N 语言太难懂了就不写了)：设
函数 f(x) 在点 x0 的某个邻域中有定义，且成立

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

则称函数 f(x) 在 x0 连续，而称 x0 是函数 f(x) 的连续点。

4.4.2 二分法

二分法本质是利用零点存在定理，将开区间一分为二，不断逼近零点。

设 f(x) 在 [a, b] 中连续，且成立

f(a) · f(b) < 0

那么在 [a, b] 至少纯在着 f(x) 的一个解 x0，假定 f(x) 在 [a, b] 上只有这一个解，我们希

望求出它的近似值 x̃，满足

|x̃− x0| ⩽ ε0

这里 ε0 是预先给定的精度要求，如 10−5 等等，那么可以进行：

1. 记 [a1, b1] = [a, b]；取 x1 为 [a1, b1] 的中点，即 x1 =
a1+b1

2
；
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2. 计算 f(x1)：

若 f(x1) = 0，那么 x1 即是方程 f(x) 的解，取 x̃ = x1，计算结束。

3. 否则，按如下规则得到区间 [a2, b2]：

(a) 若 f(x1) · f(b1) < 0，此时 f(x) 的解在 [x1, b1] 中，取 a2 = x1, b2 = b1。

(b) 若 f(x1) · f(b1) > 0，此时 f(a1) · f(x1) < 0，因此 f(x) 的解在 [a1, x1] 中，取

a2 = a1, b2 = x1。

易知 x0 ∈ [a2, b2]，且 [a2, b2] 的长度是 [a1, b1] 的一半。

4. 取 x2 的中点。

5. 类似的，若 x2 是方程的解，计算结束；否则可以得到 [a3, b3]。

6. 重复上述过程。

4.4.3 牛顿迭代法

数值计算中常用的求近似值的方法是迭代法，先将原来的方程

f(x) = 0

化为等价形式

x = F (x)

所谓“等价”是指若 x∗ 是方程 f(x) = 0 的解，则成立

x∗ = F (x∗)

反之亦然，这里的 F (x) 称为迭代函数。

取一个适当的初始值 x0，按

xk+1 = F (xk), k = 0, 1, 2, · · ·

产生序列 {xk}（设每个 xk 都属于 F (x) 的定义域），这样的计算过程称为迭代。若在理

论上成立

xk → x∗ (k → ∞)
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那么显然 x∗ 就是原方程的解，因此只要在迭代的过程中，选取某个合适的 xk 作为 x̃，就

得到原方程的近似解了。理论上，所选取的 xk 应满足精度需求

|xk − x∗| ⩽ ε0

但 x∗ 是不知道的，所以实际计算时往往采用比较相邻两次的迭代值是否满足

|xk+1 − xk| ⩽ ε0

来决定迭代是否继续下去。

构造迭代函数的方法有很多，例如，最简单的可以取成

F (x) = x− f(x)

下面利用泰勒公式来举一个例子。

设 f(x) 在含有 x∗ 的某个区间 [a, b] 中具有二阶连续导数，且对于每个 x ∈ [a, b]，都

有 f ′(x) 6= 0。作出 f(x) 在 x 处的泰勒公式，由于 x∗ 是方程 f(x) = 0 的解，则有

f(x∗) = f(x) + f ′(x)(x∗ − x) + f ′′(ξ)
(x∗ − x)

2

2
= 0

也即

x∗ = x− f(x)

f ′(x)
− f ′′(ξ)

f ′(x)
· (x

∗ − x)
2

2

当 x→ x∗ 时，上式的最后一项是趋向于零的，因此有

lim
x→x∗

[
x− f(x)

f ′(x)

]
= x∗ − f(x∗)

f ′(x∗)
= x∗

这样，

F (x) = x− f(x)

f ′(x)

就是一个满足 x∗ = F (x∗) 要求的迭代函数，由此得到迭代公式

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, 2, · · ·

这就是著名的牛顿迭代法。

牛顿迭代法的几何意义明显，求解 f(x) = 0 实际上是求曲线 y = f(x) 与 x 轴的交
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点横坐标，曲线在 x = xk 的切线方程为

y = f ′(xk)(x− xk) + f(xk)

它与 x 轴的交点的横坐标恰为

x = xk −
f(xk)

f ′(xk)
= xk+1

也就是说，牛顿迭代法的实质是通过一系列的切线与 x 轴的交点的横坐标，来逼近曲线

与 x 轴的交点的横坐标，所以牛顿迭代法也叫牛顿切线法；

我们不加证明地给出如下结论：

定理

♠

设 f(x) 在 [a, b] 中有二阶连续导数，且满足条件

1. f(a) · f(b) < 0；

2. f ′(x) 在 (a, b) 保号；

3. f ′′(x) 在 (a, b) 保号。

取 x0 是 a 和 b 中满足

f(x0) · f ′′(x0) > 0

的那一个点，则以 x0 为初值的牛顿迭代过程

xk+1 = xk −
xk

f ′(xk)
, k = 0, 1, 2, · · ·

产生序列 {xk} 单调收敛于方程
f(x) = 0

在 [a, b] 中的唯一解。

这里条件 (1)保证了 f(x)在 (a, b)有解，条件 (2)表明 f(x)在 [a, b]严格单调，因此

f(x) 在 (a, b) 中的解是唯一的，而条件 (3) 表示 f(x) 在 [a, b] 中保持固定的凸性，这保

证了每一个 xk+1 都在同一方向上比 xk 更靠近 x∗，因此 {xk} 是一个单调有界数列，它
必有极限，这个极限当然就是 x∗。
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4.5 一些补充

4.5.1 二重根式

二重根式仅作补充知识，我在做题的过程中发现自己的答案和标答不一样，例如我解

出
√
2 +

√
3，而标答是 √

6

2
+

√
2

2

通过做差发现其实它们是相等的，这种情况我就遇到过一次，我通过完全平方公式找出了

嵌套二重根式化简的一般方法；虽然这个东西不在考纲，但我看日本高中数学的课程以及

AMC8 中都有这种题，因此我整理了资料简单讲讲。
定理

♠

√
a± k

√
b =

√
a+

√
a2 − k2b

2
±

√
a−

√
a2 − k2b

2

通过研究判别式 ∆ = a2 − k2b 可分为几种情况：

1. 当 ∆ < 0 时，
√
a± k

√
b 在实数域内无法分解；

2. 当 ∆ ⩾ 0 时，
√
a± k

√
b 在实数域内可以分解。

特别的当 ∆ 为完全平方数时才能达到“化简”的目的，否则依旧是一个二重根式。

证明：设 a, b, k ∈ Q+

√
a± k

√
b =

√
a± 2

√
bk2

4
=

√
x1 ±

√
x2

a± 2

√
bk2

4
= x1 + x2 ± 2

√
x1x2

得到 x1 + x2 = a, x1x2 =
bk2

4
，因此构造函数

f(x) = x2 − ax+
bk2

4

其中 x1, x2 是 f(x) = 0 的两个解，最后由求根公式即得：

√
a± k

√
b =

√
x1 ±

√
x2 =

√
a+

√
a2 − k2b

2
±

√
a−

√
a2 − k2b

2
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对于应试，只需要知道这个结论的核心是：任意一个能开放为有理数的数必然是某个有理

数的平方即： √
a± k

√
b =

√
x2

在实战中，我最常用的方法是共轭根式，下面结合例题看看操作过程：

e.g. 化简
√
2 +

√
3

令 x2 = 2 +
√
3，即求 x，不妨设

a2 + b2 = 2, 2ab =
√
3

这样一来 x = a+ b，可以列出 x 的共轭根式：

(a− b)
2
= 2−

√
3

因此有

(a+ b)(a− b) =

√
2 +

√
3 ·
√
2−

√
3

a2 − b2 =
√
4− 3 = 1

联立解出 a, b

a2 =
3

2

b2 =
1

2

综上

a+ b = x =

√
6 +

√
2

2

4.5.2 对勾以及飘带

两个比较常见的函数模型，形如

f(x) = ax+
b

x
, ab > 0

的函数叫做对勾函数，形如

f(x) = ax− b

x
, ab > 0

的函数叫做飘带函数。最简单的对勾函数和飘带函数是当 a = b = 1 时，如下图
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y

xO

f(x) = x+ 1
x

f(x) = x

f(x) = x− 1
x

1 2 3 4−1−2−3−4

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

图 14: 对勾、飘带函数

以下讨论对勾函数与飘带函数的极值以及渐近线，设 a, b > 0（另一种 a, b < 0 的情

况类似）

由基本不等式可知，当 a, b > 0 时对勾函数有极值 f(±
√

b
a
) = ±2

√
ab。

渐近线：构造函数 f(x) = ax+ b
x
, ab > 0, g(x) = ax，两函数做差得到

f(x)− g(x) =
b

x

又

lim
x→∞

b

x
= 0

故 g(x) 是 f(x) 的渐近线，类似的方法可以证飘带函数的渐近线。



5 三角函数 44

5 三角函数

5.1 角的一些定义

任意角的概念

♡

一个射线绕端点旋转到另一个位置的图形，由始边、终边以及一个角组成；

规定按逆时针旋转的为正角，顺时针旋转为负角，没旋转就是零角；角度 α−β
的计算可以从两个角度理解，一个是 α 终边顺时针转动 β，另一个是 α 终边逆时

针转动 −β，它们是等价的，即：

α− β = α+ (−β)

与 α 终边相同的角组成集合 S 可表示为：

S = {β|β = α+ k · 2π, k ∈ Z}

其中角度的单位为弧度制，这一点在下一节介绍。

5.1.1 弧度制

A

B

α

rO

l

图 15: 弧度制

弧度制

定义角度大小的一种表示方式，如图，弧 AB = l，OA = r，记

α =
l

r

由上式可知 α 的大小，其单位为 rad，由于我们更熟悉角度制，下面展示一些基本
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的转换：注意到圆的周长 C = 2πr，因此：

360◦ = 2π rad

180◦ = π rad

45◦ =
π

4
π rad

对于弧度制看可以类比 tanα = sin α
cos α 的关系来记忆，即对弧邻边。

由圆的知识可以推出扇形的面积公式。

定理

♠

圆心角为 α 半径为 r 的扇形，记其面积为 S，有：

S =
αr2

2
=
lr

2

其中圆心角的单位为弧度制。

证明：记 αrad = n◦，易知：

S = πr2
n◦

360◦

由于 n◦

360◦
= α

2π
，即证

S =
αr2

2

=
lr

2

□

5.2 三角函数的定义

如图，该圆为半径是 1 的圆（称为单位圆），其圆上任意一点都可以用 (x, y) 表示，

易知

x2 + y2 = 1

若以 x轴正半轴为始边，由初中知识可知：第一象限中，单位圆上的点可以用 (cosα, sinα)
表示，按照这个思路将三角函数的取值范围推广到任意角。
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y

xO

1

-1

1-1

(x, y)

α
x

y

图 16: 单位圆

定义

♡

在单位圆上的一点 P (x, y)，以 x 轴正半轴为使边，以 OP 为终边的夹角为 α，

定义：

cosα = x, sinα = y, tanα =
y

x

分别称为余弦、正弦、正切，此外还有一些高中不常用的表示

cotα =
x

y
, cscα =

1

y
, secα =

1

x

分别称为余切、余割、正割。

由于 α 绕圆转一圈后点 P 对应的点 P ′ 的夹角依然为 α，可知

sin (α+ 2kπ) = sinα (k ∈ Z)

同理 cosα, tanα 一样。
单位圆上任意一点 P 到圆心 O 的距离为 r = 1，因此有 x2 + y2 = 1，可以推出三个

重要的恒等式：

sin2 α+ cos2 α = 1

sec2 α− tan2 α = 1

csc2 α− cot2 α = 1
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5.2.1 诱导公式

诱导公式是直观的，它表现了三角函数的几何意义，以及正余弦的互相转换，在常规

意义下的诱导公式有以下 3 个内容：

y

x

α

−αα+ π

(x, y)

(−x, y)

(y, x)

(−x,−y)

图 17: 诱导公式

定理

♠

对于任意 α 都有：

sin(π ± α) = − sinα

sin−α = − sinα

sin(π − α) = sinα

sin(π
2
+ α) = cosα

以上是那 sinα 举例，按照图像理解可以推导出 cosα, tanα 的诱导公式。

通过图像，诱导公式是显然的，对于任意角 θ 作的简单变换，都可以把 θ 看作锐角

α 作的简单变换，通过观察锐角 α 变换是比较方便的，就如图示，下面阐述下这三个内

容的几何意义。。

1. π 在弧度制中代表着 180◦，所以三角函数中加或减 π 在几何意义上来说是将角加一

个平角，也就是转一个 180◦。

2. −α 意为着它向顺时针旋转 α，可以看作与 α 关于 x 轴对称。

3. π
2
就是 90◦，这个稍微难理解一点，在转 90◦ 以后往往会 x, y 互相调换，可以由图

理解。
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5.3 函数部分

5.3.1 正弦函数

定义最基本的正弦函数为

f(x) = sinx

它的图像如下图：

x

y

1

π
2

−π
2

f(x) = sinx

T = 2π

图 18: 正弦函数

对于函数 f(x) 有 Df = R, Rf = [−1, 1]，并且由诱导公式可知这个图像的一些基本

性质，例如由

sinα = sin(2π + α)

可知 2π 为 f(x) 的一个周期，且不难证 2π 是它的最小正周期；再由

sin−x = − sinx

可知 f(x) 为奇函数。

通过求导或图像或单位圆可知 f(x) 在
(
−π

2
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ

)
, k ∈ Z 上单调递增，在(

π
2
+ 2kπ, 3π

2
+ 2kπ

)
, k ∈ Z 上单调递减，在 x = π

2
+ kπ, k ∈ Z 取最值，以及对称轴和对

称中心。

正弦函数更一般形式是

y = A sin (ωx+ φ) +B

由函数伸缩平移的知识可知这四个参数的意义

Af(ωx+ φ) +B = A sin (ωx+ φ) +B

其中 A称为振幅，B 决定上下移动量，上加下减，A与 B 一起决定 fmax(x), fmin(x)，

也即 f(x) 的值域。



5 三角函数 49

不妨设 α = ωx+ φ，将 ωx+ φ 看作一个整体；这样一来只需研究 sinα 的性质，其
中

f(x) = sinα

是最基本的正弦函数，由 sinx 到 sinα 的图像，只是一个线性变换。
其中 ω 决定最小正周期 T，因为

sinωx = sinωx+ 2π = sinω
(
x+

2π

ω

)
所以 T = 2π

ω

φ 称为初相，决定左右移动量，左加右减，即当 φ > 0，图像向左，φ < 0 向右移。

上文中已经研究了 y = sinα 的一些基本性质，需要注意的是 f(x) = sinα 相当于一
个复合函数，为了确保增减性一致，需要确保 ω > 0，这样一来，对于 sinα 的最值位置、
单调区间、对称中心以及对称轴位置都可以用 x 表示。

e.g. 求 sin(2x+ π) 的单调递增区间，首先换元令 α = 2x+ π，易知对于 sinα 的单
调递增区间为

A =
(
−π
2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

)
, k ∈ Z

也即 2x+ π ∈ A 上单调递增，故知

x ∈
(
−3π

4
+ kπ,−π

4
+ kπ

)
, k ∈ Z

5.3.2 余弦函数

最基本的余弦函数为 f(x) = cosx，对于余弦函数我们同样可以采用与正弦函数类似
的方法去研究，例如由 cos−x = cosx 可知 f(x) 是一个偶函数；

不过我会根据

sin(x+
π

2
) = cosx

将余弦函数转换为正弦函数去研究。

5.3.3 正切函数

f(x) = tanx 为最基本的正切函数，可知它的定义域以及值域为

Df = R\
{
β|β =

π

2
+ kπ, (k ∈ R)

}
, Rf = R

如图
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x

y

π
2

−π
2

f(x) = tanx

图 19: 正切函数

可知最小正周期为 π，在

A =
(
−π
2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z

上单调递增，其中

lim
x→π

2
−
= +∞, lim

x→π
2

+
= −∞

正切函数也有一般形式：

f(x) = A tan(ωx+ φ) +B

研究它与前文中研究正弦函数的方法类似在此不过多赘述。

5.4 恒等变换

定理

♠

对于任意 α, β 有

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

sin(α± β) = sinα cosβ ± sinβ cosα

tan(α± β) =
tanα± tanβ
1∓ tanα tanβ

上式被称为和差角公式。
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证明：

y

x

α
β

A

B
C

PO

图 20: 和差角公式推导

如图，A,B 为单位圆上的两点，P 为单位圆与 x 轴正半轴的交点，令 ∠AOP =

α,∠BOP = β，易知：

A(cosα, sinα), B(cosβ, sinβ)

令 A 绕原点 O 顺时针绕 β，可以得到 C，易知

C(cos(α− β), sin(α− β))

且

∠COP = α− β = ∠AOB

又 |OA| = |OB| = |OC| = |OP | = 1，即知：

4AOB ∼= 4COP

故 |AB| = |CP |，由两点间距离公式得：

|CP |2 = |AB|2

(1− cos(α− β))
2
+ sin2(α− β) = (cosα− cosβ)2 + (sinα− sinβ)2

−2 cos(α− β) + 2 = 2− 2 cosα cosβ − 2 sinα sinβ

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ

若令 β = −β，即得
cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ
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余弦的和差角公式证得。

□
由诱导公式可得

cos
(
α− β +

π

2

)
= cos

(
α+

π

2

)
cosβ + sin

(
α+

π

2

)
sinβ

− sin(α− β) = − sinα cosβ + sinβ cosα

sin(α− β) = sinα cosβ − sinβ cosα

同样的，令 β = −β 可得：

sin(α+ β) = sinα cosβ + sinβ cosα

即证正弦的和差角公式。

□
最后由

tan(α− β) =
sin(α− β)

cos(α− β)

可得

tan(α− β) =
sinα cosβ − sinβ cosα
cosα cosβ + sinα sinβ

=
tanα− tanβ

1 + tan alpha tanβ

这里分子分母上下同时除以了一个 cosα cosβ，替换 β = −β 可得：

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ

□
推论

对于任意 α 有

sin(2α) = 2 sinα cosα

cos(2α) = cos2 α− sin2 α

tan(2α) = 2 tanα
1− tan2 α
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上式被称为二倍角公式。

由和角公式，若令 α = β 即可得二倍角公式，其中余弦的二倍角有以下几种变形

cos(2α) = 2 cos2 α− 1

cos(2α) = 1− 2 sin2 α

简单移项即可得
cos(2α) + 1

2
= cos2 α

有人将上式称为降幂公式，但我觉得实际作用很小，因为是二倍角公式的副产物，只需记

住二倍角公式即可。

推论

♢

对于任意 α 有

sin α
2
= ±

√
1− cosα

2

cos α
2
= ±

√
1 + cosα

2

tan α
2
= ±

√
1− cosα
1 + cosα =

sinα
1 + cosα = cscα− cotα

上式被称为半角公式。

由余弦的二倍角公式即可推出，在此不做证明。

5.4.1 积化和差，和差化积

积化和差：

sinα cosβ =
1

2
[sin (α+ β) + sin (α− β)]

cosα sinβ =
1

2
[sin (α+ β)− sin (α− β)]

cosα cosβ =
1

2
[cos (α+ β) + cos (α− β)]

sinα sinβ = −1

2
[cos (α+ β)− cos (α− β)]
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和差化积：

sinα+ sinβ = 2 sin α+ β

2
cos α− β

2

sinα− sinβ = 2 cos α+ β

2
sin α− β

2

cosα+ cosβ = 2 cos α+ β

2
cos α− β

2

cosα− cosβ = −2 sin α+ β

2
sin α− β

2

通过和差角公式即可推出，证明留给读者。

5.4.2 辅助角公式

定理

♠

辅助角公式：

a sinα+ b cosα =
√
a2 + b2 sin (α+ φ) (ab 6= 0)

其中 φ 就是辅助角满足

tanφ =
b

a
, cosφ =

a√
a2 + b2

, sinφ =
b√

a2 + b2

证明：

= a sinα+ b cosα

=
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
sinα+

b√
a2 + b2

cosα
)

令

cosφ =
a√

a2 + b2
, sinφ =

b√
a2 + b2

可得

=
√
a2 + b2 (cosφ sinα+ sinφ cosα)

=
√
a2 + b2 sin (α+ φ)

□
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在实际运用中，我们不需要知道 φ 的准确值，更多时候辅助角公式是帮我们把正弦

和余弦连接起来，转化为更容易研究的基本三角函数。

5.5 反三角函数

这里简单介绍一下反三角函数的内容。

定义

♡

正弦函数 y = sinx 的反函数为

y = arcsinx

称为反正弦函数。

余弦函数 y = cosx 的反函数为

y = arccosx

称为反余弦函数。

正切函数 y = tanx 的反函数为

y = arctanx

称为反正切函数。

由正弦函数 y = sinx 是一个周期函数，因此对于它的反函数 y = arcsinx，只取
Rf ∈ [−π

2
, π
2
]，定义域为 Df ∈ [−1, 1]。

同理，余弦函数的反函数 y = arccosx，其定义域为 Df ∈ [−1, 1]，值域为 [0, π]。

因正切函数的值域为 R，因此反正切函数的定义域为 Df ∈ R，值域为 Rf ∈ [−π
2
, π
2
]。
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6 平面向量

高中向量是分平面向量与空间向量两个部分，但高中的空间向量与平面向量研究的

东西差不多，就是多了一个维度，对于空间中解析几何没有过多涉及，因此也不会太难。

空间中解析几何的运算是爆炸的，在高中阶段一般不会遇到高中之外的东西，本章部

分定义来自 [4]

6.1 定义与运算

向量的定义

♡

定义：既有大小又有方向的量称为向量 (矢量)，用 −→a ,
−→
b 表示；起点是 A 终

点是 B 的向量用 −−→
AB 表示。

向量的大小也称向量的长度6，记作 |−→a | ,
∣∣∣−−→AB∣∣∣，规定长度相等方向相同的有向线段

为同一向量。

1. 长度为零的向量称为零向量，记作 −→
0，方向不确定，或者说方向任意。

2. 长度为一的向量称为单位向量，与 −→a 方向相同的单位向量记为
−→
a0。7

3. 长度相等方向相反的向量为反向量，如 −→a ,−−→a，
−−→
AB = −

−−→
BA。

向量的加法

向量的加法

♡

定义：对于 −→a ,
−→
b 做

−−→
AB = −→a ,

−−→
BC =

−→
b ,

−→
AC 表示为 −→c 称为 −→a 与

−→
b 的和，记作

−→c = −→a +
−→
b ,

−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC，这个公式表示

向量的加法规则，称为三角形法则。

A B

C ′

−−→
AB

+
−→
AC

−→a

−→b−→c

C

图 21: 向量的三角形法则

平行四边形法则就是三角形法则换一种说法，如图中
−−→
AC ′ =

−−→
BC 所以有

−−→
AB+

−−→
AC ′ =

−→
AC 所以只用记住三角形法则就行了；以及减法都是三角形法则的一种 −→a −

−→
b 被定义为

−→a +
(
−
−→
b
)

6向量的长度也叫模长
7这个记号在解析几何中常用
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对于向量加法有以下规律：

定理

♠

1. 结合律
(−→a +

−→
b
)
+−→c = −→a +

(−→
b +−→c

)
2. 交换律 −→a +

−→
b =

−→
b +−→a

3. −→a +
−→
0 = −→a

4. −→a + (−−→a ) = −→
0

向量的数量乘法

实数 λ 与 −→a 的乘积 λ−→a 是一个向量，长度为

|λ−→a | = λ |−→a |

它的方向当 λ > 0 时与 −→a 相同，当 λ < 0 时与 −→a 相反；
设 −→a 6= 0 因为 |−→a |−1−→a 与 −→a 同向，并且

||−→a |−1−→a | = |−→a |−1|−→a |

所以
−→
a0 =

−→a
|−→a |，得到一个与

−→a 同向的单位向量，这称为把 −→a 单位化。

向量的数量积满足以下规律：以下 λ, µ ∈ R

推论

♢

1. 1−→a = −→a ,−−→a = (−1)−→a

2. λ (µ−→a ) = (λµ)−→a

3. (λ+ µ)−→a = λ−→a + µ−→a

4. λ
(−→a +

−→
b
)
= λ−→a + λ

−→
b

6.1.1 内积

定义

定义：−→a ,
−→
b 的内积记作 −→a ·

−→
b
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规定为一个实数：
−→a ·

−→
b = |−→a |

∣∣∣−→b ∣∣∣ cos < −→a ,
−→
b >

(解析几何中) 也定义为:

−→a ·
−→
b =

(
Π−→

b0
(−→a )

) ∣∣∣−→b ∣∣∣
其中 Π−→

b0
(−→a ) 是 −→a 在方向

−→
b0 的分量

可以得出一些简单的推导：

1. |−→a | =
√−→a · −→a

2. cos < −→a ,
−→
b >=

−→a ·
−→
b

|−→a ||−→b |

向量的内积满足以下规律：

1. 对称性 −→a ·
−→
b =

−→
b · −→a

2. 线性性 (λ−→a ) ·
−→
b = λ

(−→a ·
−→
b
)

3. 线性性 (−→a +−→c ) ·
−→
b = −→a ·

−→
b +−→c ·

−→
b

4. 正定性 −→a · −→a ⩾ 0，等号当且仅当 −→a = 0 时成立

向量的投影 −→a 在
−→
b 投影向量，方向与

−→
b 同向，大小为 cos < −→a ,

−→
b > |−→a | 也就是

分量

6.2 坐标表示

几何平面中，一个点 O 和一个基
−→
d1,

−→
d2 (−→d1,

−→
d2 不共线)，合在一起称为几何平面中的

一个仿射标架或仿射坐标系8，记作
[
O;

−→
d1,

−→
d2

]
，对于平面中任意一点 M，把它的定位向

量
−−→
OM 在基

−→
d1,

−→
d2 下的坐标称为点 M 在这个仿射坐标系的坐标

(x, y)
T ⇐⇒

−−→
OM = x

−→
d1 + y

−→
d2

如果
−→
d1,

−→
d2 互相垂直，且都是单位向量，则 [O;

−→
d1,

−→
d2]称为一个 直角坐标系，高中平面空

间问题都是以右手直角坐标系为基础讨论的，空间中仿射坐标系也是像以上定义的，如果

8更多情况下称为笛卡尔坐标系或斜角笛卡尔坐标系，与某些仿射几何书中定义的仿射坐标系不太相同，因此可能会产生
歧义
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能清楚仿射坐标系与直角坐标系共同有的几何条件，就可以不被限制于固定的建系逻辑，

直角标架只是仿射标架的一种，所以任何仿射标架的结论可以在直角标架中套用。

设直角标架 (高中内容都是直角标架)中A (x1, y1) , B (x2, y2)则
−−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1)

用终点坐标减去起点坐标即是两点间向量的坐标，在高中为区别点与向量，通常点的坐标

直接写在它旁边，而向量的坐标需要与向量划等号才能表示。

向量的内积在坐标中设 −→a = (x1, y1) ,
−→
b = (x2, y2) 则有

−→a ·
−→
b = x1x2 + y1y2

向量的长度用坐标计算

|(x, y)| =
√
x2 + y2

6.3 平行与垂直判定

平行的判定

有 −→a //
−→
b ⇐⇒ ∃λ 使 −→a = λ

−→
b
(−→
b 6= −→

0
)
如果用坐标表示可以写成 x1y2 − x2y1 = 0 也

就是一个二阶行列式对于 0，高中为了方便记忆可以写成 x1y2 = x2y1

垂直的判断

有 cos < −→a ,
−→
b >= 0 时 < −→a ,

−→
b >= π

2
这两向量垂直，即是

−→a ⊥
−→
b ⇐⇒ −→a ·

−→
b = 0

用坐标表示就是

x1x2 + y1y2 = 0

6.3.1 极化恒等式

定理

♠

对于任意 −→a ,
−→
b，有恒等式

−→a ·
−→
b =

1

4

[(−→a +
−→
b
)2

−
(−→a −

−→
b
)2]

这个恒等式被称为极化恒等式，它沟通了向量内积与长度的关系，通过构造平

行四边形来证明也很直观，在一些夹角不易求得的情况下，这个恒等式常被使用。
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下面来证明这个恒等式，显然当 −→a ,
−→
b 任何一方为零向量或均为零向量时，这个恒

等式显然成立，下面我们来讨论它们均不为零向量的情况；

已知 −→a ,
−→
b，构造以它们为邻边的平行四边形 ABCD

A B

D C

−→a

−→b

图 22: 极化恒等式

如图，−→a =
−−→
AB,

−→
b =

−−→
AD,−→a +

−→
b =

−→
AC,−→a −

−→
b =

−−→
DB，而 AC 与 DB 分别是 −→a ,

−→
b

所“夹着”和“连接”的两条对角线，容易得到：

−→
AC

2
= −→a 2

+
−→
b

2
+ 2−→a ·

−→
b (1)

−−→
DB

2
= −→a 2

+
−→
b

2
− 2−→a ·

−→
b (2)

我们让 (1) 式减去 (2) 式

−→
AC

2
−
−−→
DB

2

=−→a 2
+
−→
b

2
+ 2−→a ·

−→
b −−→a 2 −

−→
b

2
+ 2−→a ·

−→
b

=4−→a ·
−→
b

综上

−→a ·
−→
b =

1

4
(
−→
AC

2
−
−−→
DB

2
)

−→a ·
−→
b =

1

4

[(−→a +
−→
b
)2

−
(−→a −

−→
b
)2]

□
可以数形结合，将 −→a +

−→
b 和 −→a −

−→
b 理解为这两向量构成的平行四边形的对角线；

另外通过倍长中线的知识，可以转化到三角形上，即对于三角形 4ABC，O 为 BC

上的中点，有
−−→
AB ·

−→
AC =

−→
AO

2
− 1

4

−−→
BC

2

这个证明是显然的，证明留给读者。
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6.4 解三角形

这一部分是考的比较灵活的一部分，常常与其他章节联动，难度会增加, 在这个小节，
我们设 4ABC 中，顶点 A,B,C 对边分别是 a, b, c

6.4.1 正弦定理

定理

♠

a

sinA =
b

sinB =
c

sinC = 2R

sinA =
a

2R

其中 R 是 4ABC 的外接圆，正弦定理沟通了
三角形内对角与对边的关系，常用于两边与两
角的情况下。

A

B

C ·
O

R

图 23: 正弦定理

证明正弦定理有许多方法，篇幅有限只选其中一种，下面来证明：

A

A′
B

B′

C C ′·
O

R

图 24: 正弦定理推导

对于 4ABC，外心为 O，外接圆半径为 R，如图，分别连接并延长 AO,BO,CO 交

圆于 A′, B′, C ′，连接 A′B,B′C,C ′A，由于

AA′ = BB′ = CC ′ = 2R

因此有：

∠ABA′ = ∠BCB′ = ∠CAC ′ = 90◦
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根据圆的性质不难知道

∠AA′B = ∠ACB, ∠BB′C = ∠BAC, ∠CC ′A = ∠CBA

因此，可以得到：

sin∠ACB =
AB

AA′

sin∠BAC =
BC

BB′

sin∠CBA =
AC

CC ′

令 ∠A = ∠BAC,∠B = ∠CBA,∠C = ∠ACB，综上可得

a

sinA =
b

sinB =
c

sinC = 2R

□

6.4.2 射影定理

在解三角形中常常用到 A+ B + C = π 这个性质，这告诉我们三角形中的一个角可

以用另外两个角来表示，例如：

A = π −B − C

因此有：

sinA = sin (π −B − C)

sinA = sin (B + C)

sinA = sinB cosC + sinC cosB

通过正弦定理，将上式中齐次项可角化边为：

a = b cosC + c cosB

类似的，我们可以证明以下定理：
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定理

♠

在 4ABC 中，角 A,B,C 所对的边分别为 a, b, c，有：

a = b cosC + c cosB

b = a cosC + c cosA

c = b cosA+ a cosB

这个定理称为射影定理。

在直角三角形中讨论的射影定理与以上的射影定理不相干。

定理

♠

在直角三角形 4ABC,∠ACB = π
2
中，过 C 作 CD ⊥ AB 垂足为 D，有

|AC|2 = |AD| · |AB|

|BC|2 = |BD| · |BA|

|CD|2 = |AD| · |BD|

我认为广义的来说，任何利用这个模型得出的相似比关系都可以算在射影定理的范

畴中。

证明：

A B

C

D

图 25: 直角三角形射影定理

由图易知

4ABC ∼ 4CBD ∼ 4ACD
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即证

|AC|
|AB|

=
|AD|
|AC|

⇐⇒ |AC|2 = |AD| · |AB|

|BC|
|BD|

=
|AB|
|BC|

⇐⇒ |BC|2 = |BD| · |BA|

|CD|
|AD|

=
|BD|
|CD|

⇐⇒ |CD|2 = |AD| · |BD|

□
由这个射影定理立即可以推出

推论

♢

在直角三角形 4ABC,∠ACB = π
2
中，过 C 作 CD ⊥ AB 垂足为 D，有

|AD|
|BD|

=
|AC|2

|BC|2

6.4.3 余弦定理

定理

♠

余弦定理：对于任意 4ABC，满足

c2 = b2 + a2 − 2ab cosC

cosC =
a2 + b2 − c2

2ab

同理可推出 cosA, cosB

下面只对 cosC 进行证明：
对于 4ABC，令 AB = c, AC = b,BC = a，过点 A 作 BD 的垂线 AD 垂足为 D;

不难知道

c2 = |AD|2 + |BD|2

c2 = b2 sin2 C + (a− b cosC)2

c2 = b2 sin2 C + a2 + b2 cos2 C − 2ab cosC

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

cosC =
a2 + b2 − c2

2ab
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A
B

C

D

图 26: 余弦定理推导

□
同样的方法可推出 cosA, cosB。
此外，在高中常用向量推导，推导过程也更简单与直接：

−−→
AB =

−→
AC +

−−→
CB

−−→
AB

2
=

−→
CA

2
+
−−→
CB

2
− 2 cosC|CA| · |BC|

c2 = b2 + a2 − 2 cosCab

□

6.4.4 一些推论

关于面积

推论

♢

4ABC 面积 S△ABC , 有

S△ABC =
1

2
ab sinC =

1

2
bc sinA =

1

2
ac sinB

下面证明其中一种，另外两种可以类似证明，证明 S△ABC = 1
2
ab sinC，在 4ABC

中设边 a 上的高为 h，则有

h = b sinC

因此三角形的面积可表示为

S△ABC =
1

2
ab sinC

□
此外，关于三角形面积还有一个重要的定理——海伦公式
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定理

♠

海伦公式，若用 p 表示三角形的半周长，则面积可表示为：

S△ABC =
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

证明：通过上面的推论、三角恒等式以及余弦定理即证，不过列式比较复杂；
S△ABC = 1

2
ab sinC

sin2 C + cos2 C = 1

cosC = a2+b2−c2

2ab

综上，

S△ABC
2 =

(2ab)
2

16

(
1−

(
a2 + b2 − c2

2ab

)2
)

=
1

16

(
(2ab)

2 −
(
a2 + b2 − c2

)2)
=

1

16
(2p)(2p− 2a)(2p− 2b)(2p− 2c)

= p(p− a)(p− b)(p− c)

□
海伦公式以对称性闻名，通过观察它的形式记忆即可

齐次

当等式两边 a, b, c 和 sinA, sinB, sinC 齐次（指数次数相同）时，通过 a
sin A

= 2R，

将等式两边转换。

例如:

sinAb = sinCa

ab = ac
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此外可以根据恒等式构造

2 sin2 α+ sinα cosα

=
2 sin2 α+ sinα cosα

sin2 α+ cos2 α

=
2 tan2 α+ tanα

tan2 α+ 1

上式说明，齐次不仅用在解三角形中可以应用，引入三角恒等式后对于任意角，齐次后变

换，也是一个重要的工具。

6.4.5 三角形五心

三角形的五心分别是：重心、垂心、外心、内心以及旁心，其中前面四个是高中关注

的重点，这一小节通过向量的角度来研究三角形的这五心，首先给出定义：

定义

♡

重心：4ABC 的三条中线交于一点，该点被称为“重心”；

垂心：4ABC 的三条边的高（所在直线）交于一点，该点被称为“垂心”；

外心：4ABC 的外接圆的圆心，称为“外心”；

内心：4ABC 内切圆的圆心，称为“内心”；

旁心：4ABC 旁边圆（与三角形的一边和其他两边的延长线相切的圆）的圆

心，称为“旁心”。

重心的性质

1. 重心到顶点的距离与重心到对边中点的距离之比为 2 : 1，也就是说重心在中线的三

等分点上；

2. 重心与三角形任意两个顶点组成的三个三角形面积相等，即重心到三条边的距离与
三条边的长成反比；

3. 重心到三角形三个顶点的距离的平方和最小；

4. 在平面直角坐标系中，重心的坐标是顶点的算术平均数，即设 A,B,C 的坐标分别

为 (xi, yi), i = 1, 2, 3，则重心 G = (x1+x2+x3

3
, y1+y2+y3

3
)

下面来证明：

设 4ABC，角 A,B,C 的对边分别为 a, b, c，重心为 G，边 a, b, c 上的中点分别为

D,E, F；对于性质 1：设 −→a =
−−→
AB,

−→
b =

−→
AC，可以得到
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A

B

C

D

E

F

图 27: 重心

−−→
AD =

1

2
(−→a +

−→
b )

由于 B,G,E 共线，不难知道

−→
AG = λ−→a +

1− λ

2

−→
b

又由于 A,G,D 共线，可知

µ
−→
AG =

−−→
AD

µλ−→a +
µ− µλ

2

−→
b =

1

2
−→a +

1

2

−→
b

因 −→a ,
−→
b 不共线，因此得到二元方程组{

µλ = 1
2

µ−µλ
2

= 1
2

解出 {
µ = 3

2

λ = 1
3

□
即证性质 1，类似的可以证明另外两条中线的三等分点为重心。
对于性质 2，由性质一可知 |AG|h = 2|DG|h，因此有

S△GAB = S△GAC = 2S△DGB = S△GBC

□
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先证性质 4
引理

♣

若 G 是 4ABC 的重心，则满足：

−→
GA+

−−→
GB +

−−→
GC =

−→
0

证明：由性质 1，与倍长中线的推论可知：

−→
GA+

−−→
GB = 2

−−→
GF =

−−→
CG

即证引理，这时引入平面直角坐标系，设 A,B,C 的坐标分别为 (xi, yi), i = 1, 2, 3，重心

G(x0, y0)，根据引理有：

(x1 + x2 + x3 − 3x0, y1 + y2 + y3 − 3y0) = (0, 0)

⇒x0 =
x1 + x2 + x3

3

⇒y0 =
y1 + y2 + y3

3

综上，G(x1+x2+x3

3
, y1+y2+y3

3
)。

□
再来证明性质 3：任意一点 P 到三个顶点 A,B,C 的距离分别为 di, i = 1, 2, 3，有

d21 + d22 + d23 =
−→
PA

2
+
−−→
PB

2
+
−→
PA

2

= (
−−→
PG+

−→
GA)

2
+ (

−−→
PG+

−−→
GB)

2
+ (

−−→
PG+

−−→
GC)

2

= 3
−−→
PG

2
+ 2

−−→
PG(

−→
GA+

−−→
GB +

−−→
GC) +

−→
GA

2
+
−−→
GB

2
+
−−→
GC

2

根据引理可知

d21 + d22 + d23 = 3
−−→
PG

2
+
−→
GA

2
+
−−→
GB

2
+
−−→
GC

2

其中当
−−→
PG =

−→
0 时取得最小值，即 P = G 时取到最小值。

□

垂心的性质

1. 三角形的外心 O，重心 G，垂心 H 三点共线，且 OG : GH = 1 : 2 此线被称为三

角形的欧拉线（Euler line）。
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2. 垂心到三角形任一顶点的距离等于此三角形外心到该顶点对边的距离的两倍。

垂心的性质在高考中基本不会涉及，最多是用在构造三角形内向量的关系。

下面来证明9：

A

B C
A′

B′C ′

D

E

H OG

P

图 28: Medial triangle and Euler line

作三角形 4ABC，顶点 A,B,C 对边的中点分别为 A′, B′, C ′，连接中点可以得到中

点三角形（Medial triangle），作 BC,AC 的高，垂足为 D,E；可得垂心 H，中线的交点

可得重心 G，作 4A′B′C ′ 的垂心 O，不难发现 O 即是 4ABC 的外心（因为满足中垂
线这个条件）。

由中位线的知识可以推出：4ABC ∼ 4A′B′C ′ 且 AB : A′B′ = 2 : 1，因此可以看出

AB′A′C ′ 为平行四边形（对边平行且相等），得到 P 为 AA′ 的中点；不仅如此，还可以

推出 BA′B′C ′，得到 4A′B′C ′ 的两中点、中线，进而我们推出 4A′B′C ′ 的重心也是

G；通过重心的性质可以得到 AG : A′G = 2 : 1；

又由于 4ABC,4A′B′C ′ 相似，所以有 AH : A′O = 2 : 1；

因为 AD//A′O，因此 ∠HAG = ∠OA′G；

综上，4HAG ∼ 4OA′G，得到 GH : OG = 2 : 1。

□
性质 1 得证，其实在这过程中也证明了性质 2，故性质 1，2 得证。

9欧拉线的证明引用 Geometry Revisited[5] 的证明方法



6 平面向量 71

内心的性质

1. 三角形的三个角平分线的交点交于一点，那一点即是“内心”；

2. 三角形的内心到边的距离（内切圆半径 r）与三边和三角形面积的关系：r =
2S△ABC

a+b+c
。

3. 直角三角形的内心到边的距离等于两直角边的和减去斜边的差的二分之一；

证明：

由于角平分线到两边距离相等，因此内心在角平分线上显然成立，性质 1 得证；
对于性质 2，作内心 O 到三角形三边的垂线 h（三条垂线长度相等），设内切圆半径

为 r 易得：

S△ABC = S△OAB + S△OAC + S△OBC

=
r

2
(a+ b+ c)

整理即得：

r =
2S△ABC

a+ b+ c

即证性质 2，如果用 p 表示半周长，可以表示为 r =
S△ABC

p
，根据海伦公式：

r =

√
(p− a)(p− b)(p− c)

p

□
对于性质 3，不妨令 a, b 为直角边，则 S△ABC = 1

2
ab，根据性质 2：

r =
ab

a+ b+ c

由勾股定理知：

2ab = 2ab+ a2 + b2 − c2

2ab = (a+ b)
2 − c2

2ab = (a+ b+ c)(a+ b− c)

ab

a+ b+ c
=
a+ b− c

2

r =
a+ b− c

2
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□
性质 3 得证。

外心的性质

1. 三角形的三条边的垂直平分线的交点为外心；

2. 若 O 是 4ABC 的外心，则 ∠BOC = 2∠A（∠A 为锐角或直角），或 ∠BOC =

2π − 2∠A（∠A 为钝角时）；

3. 外心到三顶点的距离相等。

外心的性质是显然的，证明留给读者，这里提供思路：

性质 1可以由垂直平分线的性质证明；由于外心是外接圆圆心，显然性质 3成立；性
质 2 可以通过圆的性质证明。

旁心的性质 旁切圆10的性质

1. 三角形一内角平分线和另外两顶点处的外角平分线交于一点，该点即为三角形的旁
心；

2. 每个三角形都有三个旁心；

3. 旁心到三角形的三边距离相等；

4. 旁心与半周长 p 形影不离，如图，AG = AF = p。

如图，4ABC 内角平分线 AIa, BIb, CIc 交于一点 D，Ia, Ib, Ic 分别是三个旁切圆的

圆心，E,F,G 是旁切圆 Oa 与三边的相切点；通过图中不难看出，三角形的内切圆分别

于三个旁切圆外切，下面来证明性质：

通过角平分线的性质易证，旁心到三条边的距离相等，例如图中角平分线 AIa, BIa

使得它们的交点到三角形三边距离相等，因此性质 1，3 得证；而性质 2 显然成立；
对于性质 4：如图，由于 ∠AGIa = ∠AFIa = π

2
, GIa = FIa, AIa = AIa，因此有

4AGIa ∼ 4AFIa

则 AF = AG，同理可得

AG = AB +BE,AF = AC + CE

10小蓝本中叫旁边圆、日本那边也有叫旁接圆，但我查到的资料更多的是叫旁切圆，所以下面统一用“旁切圆”称呼。
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A

B C

D

Ia

Ib
Ic

E

F
G

图 29: 旁切圆与内切圆

因此有：

AG+AF = AC + CE +AB +BE

= AB +BC + CA

= 2p

即证 AG = AF = p。

□

6.5 补充

6.5.1 三点共线的条件与定比分点

平面上三点 A,B,C，取仿射标架 [O;
−→
OA,

−−→
OB]，则

−−→
OC 可表示为

−−→
OC = x

−→
OA+ y

−−→
OB

其中，A,B,C 共线 ⇐⇒ x+ y = 1。

证明：
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先证必要性：已知 x+ y = 1，则
−−→
OC 可表示为

−−→
OC = x

−→
OA+ (1− x)

−−→
OB

展开即得

−−→
OC +

−−→
BO = x

(−→
OA+

−−→
BO

)
−−→
BC = x

−−→
BA

即证 A,B,C 共线。

再证明充分性，我一并引入定比分点：

定义

♡

对于线段 AB(A 6= B)，如果点 C 满足：

−→
AC = λ

−−→
CB

则称点 C 分线段 AB 成定比 λ。

1. 当 λ > 0 时，
−→
AC 与

−−→
CB 同向，点 C 是线段 AB 内部的点，称 C 为内分点；

2. 当 λ < 0 时，
−→
AC 与

−−→
CB 反向，点 C 是线段 AB 外部的点，称 C 为外分点；

3. 当 λ = 0时，点 C 与点 A重合，假如 λ = −1，则
−→
AC = −

−−→
CB，即

−−→
AB =

−→
0，

矛盾，所以 λ 6= −1。

引理

♣

在线段 AB 上有内分点 C，设 |AC| = m, |CB| = n, n,m 6= 0，则有

−−→
OC =

n

m+ n

−→
OA+

m

m+ n

−−→
OB

其中 O 是平面上异于这三点的一点

证明：O 在直线 AB 上时的证明留给读者，现在讨论 O 不在直线 AB 上，O,A,B

构成一个三角形如下图
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O

A B
Cm n

图 30: 定比分点

其中 |AC| = m, |BC| = n，则有

−−→
OC =

−→
OA+

−→
AC

=
−→
OA+

m

m+ n

−−→
AB

=
n

m+ n

−→
OA+

m

m+ n

−−→
OB

□
显然 m

m+n
+ n

m+n
= 1，当 C 是外分点时命题也成立，证明留给读者。

特别的，当 m = n 时，即内分点 C 为 AB 中点时，有：

2
−−→
OC =

−→
OA+

−−→
OB

在初中阶段被称为“倍长中线”。

定理

♠

线段 AB 上有一点 P 分线段 AB 成定比 λ，设 A(x1, y1), B(x2, y2), P (x, y)，

则有： {
x = x1+λx2

1+λ

y = y1+λy2

1+λ

这被称为定比分点坐标公式。

证明：因为 |AP |
|PB| = λ，由引理知

−−→
OP =

|BP |
|AP |+ |BP |

−→
OA+

|AP |
|AP |+ |BP |

−−→
OB

=
1

λ+ 1

−→
OA+

λ

λ+ 1

−−→
OB
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带入它们的坐标即证：

(x, y) =

(
x1 + λx2
λ+ 1

,
y1 + λy2
λ+ 1

)
□

当然这个定理通过
−→
AP = λ

−−→
PB 也可以容易地证明，只需带入坐标即可。

6.5.2 角平分线定理

定理

♠

在 4ABC 中，∠BAC 的角平分线与 BC 交于 D，则有：

|AB|
|AC|

=
|BD|
|DC|

该定理称为角平分线定理，以及逆定理：若 4ABC 中 D 是 BC 上的点且满足：

|AB|
|AC|

=
|BD|
|DC|

那么 AD 是 ∠BAC 的角平分线。

在初中阶段，会用到等体积法或者构造的方法来证明这个定理，不过我们以及学过正

弦定理了，能更轻松的证明这个定理。

A

B C
D

α α

图 31: 角平分线定理

证明：设 ∠BAD = α,∠BDA = β，通过正弦定理有：

|BD|
sinα =

|AB|
sinβ
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另一方面在 4ADC 中有
|DC|
sinα =

|AC|
sin(π − β)

=
|AC|
sinβ

两式对照，即证
|AB|
|AC|

=
|BD|
|DC|

同时，其逆定理也成立，证明是显然的。



7 复数 78

7 复数

复数这一节基本算高考最简单的一节，但复数本身不简单，在数学竞赛里平面几何的

一些证明，以及一些在三维空间定位的四元数都属于复数的拓展，在高中我们会学习一些

复数的定义与四则运算，以及三角形式；此外，高中课本上拓展部分也会有，例如棣莫弗

定理；本章在定义等内容上摘抄了部分复分析的内容 [6]。

7.1 复数的代数表示

定义

♡

形如

z = x+ y i (1)

这样的结合叫做复数，其中 x, y ∈ R，而 i 被称为虚数单位，定义

i2 = −1

在 (1) 式中，x 被称为实部，y 称为虚部，有记号：

Re z = x, Im z = y

于是 (1) 式可以改写为：
z = Re z + i Im z

所有的复数都属于复数集 C，其中：

C = {a+ b i |a, b ∈ R}

复数 z = x + y i 这一形式称为复数的代数形式，当一个复数的虚部为零时称为实
数，而虚部不为零时称为虚数, 特别的，当实部为零，虚部不为零时称为纯虚数。

即对于复数 z = x+ y i 可以进行以下分类：

1. 当 Im z = 0 时，z 是实数；

2. 当 Im z 6= 0 时，z 是虚数；

3. 当 Im z 6= 0 且 Re z = 0 时，z 是纯虚数。
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相等，两个复数当且仅当实部和虚部分别相等的时候，才被认为是相等的；即

a+ b i = c+ d i (a, b, c, d ∈ R) ⇐⇒ a = c, b = d

不相等，记号 6= 在运用于复数时，用作等式的否定，即对于两个复数 z1, z2，它们的

实部或虚部至少有一个是不像等的；而“>”和“<”不直接用于虚数。

复平面 复数 z = x + y i 可以和实数对 (x, y) 一一对应，由解析几何的知识可知 (x, y)

又和坐标平面 Oxy 一一对应，因此复数 z = x + y i 与坐标平面 Oxy 上的点一一对应，

Oxy 表示的坐标平面称为复平面，不难知道实数在直线 Ox 上，纯虚数在直线 Oy 上，因

此 x 轴被称为实轴，y 轴被称为虚轴。

复数的四则运算 “与实数一样。”

不难证明加法的各项运算成立

1. 交换律：
z1 + z2 = z2 + z1

2. 结合律：
(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3)

而减法，减去某数就是加上它的的负数。

对于乘法，仍可证明

1. 交换律：
z1z2 = z2z1

2. 结合律：
(z1z2)z3 = z1(z2z3)

3. 分配律：
z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3

对于除法，将 z = z1
z2

= x+y i
a+b i 转换为 z = φ+ λ i , φ, λ ∈ R，只需利用平方差公式

(a+ b) (a− b) = a2 − b2
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推出

z =
(x+ y i) (a+ b i)

a2 + b2

=
xa− yb

a2 + b2
+
xb+ ya

a2 + b2

共轭复数：

把实部相等，虚部为相反数的两个复数互为共轭复数，在复数上方打一横表示它的共

轭复数；如下

z = a+ b i

z = a− b i

不难看出 z 和 z 互为共轭复数，当 z 是实数时有 z = z；此外也不难证明一些其他的性

质：

1. 两共轭复数之和为实数
z + z = 2Re z

2. 两共轭复数之差为纯虚数
z − z = 2Im z

3. 两共轭复数之积为大于零的实数

zz = x2 + y2 ⩾ 0

7.2 复数的三角表示

设 z = x+ y i 是一不为零的复数，即 x, y 不同时为零，引入极坐标来替代直角坐标，

有实变量 θ 和 r 的方程组 {
r cos θ = x

r sin θ = y

当 r ⩾ 0 时这个方程是有解的，即得

r =
√
x2 + y2
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这里平方根取的是正值，并有  cos θ = x√
x2+y2

sin θ = y√
x2+y2

(2)

于是，θ 被除相差 2kπ, k ∈ Z 外被唯一确定，这个唯一定义的正数 r 被称为复数 z 的模

（或绝对值），任意满足方程组 (2) 的 θ 被称为 z 的辐角

任意复数都有模长，用绝对值符号来表示：

|z| = |a+ b i | = r =
√
a2 + b2 (r ⩾ 0, r ∈ R)

除 0 外，任何复数都有无限多个辐角，当 z = 0 辐角就失去意义，记辐角为

θ = arg z

由不等式

0 ⩽ θ < 2π

来规定辐角的主值。

若将 z = x+ y i 中的 x, y 改用 θ, r 来表示，则得到

z = r (cos θ + i sin θ)

上式即为复数的三角形式，模和辐角的几何意义是不难明白的，模是 z 到原点的距离，而

辐角则是矢量
−→
OZ 与 Ox 正方向之间的任何一个交角，角的大小按逆时针计算。

如果我们把复数 z 看作一个向量，则不难推出复数间的加减法满足“三角形法则”，

我们再来看乘法与除法，用复数的三角形式来表示：设 z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1), z2 =

r2(cos θ2 + i sin θ2)，则有

z1z2 = r1r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2))

证明：

z1z2 = r1 (cos θ1 + i sin θ1) · r2 (cos θ2 + i sin θ2)

z1z2 = r1r2 (cos θ1 cos θ2 + i sin θ2 cos θ1 + i sin θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2)

z1z2 = r1r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2))

□
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复数的三角表示除法有：

z1
z2

=
r1
r2

(cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2))

证明：

z1
z2

=
r1 (cos θ1 + i sin θ1)
r2 (cos θ2 + i sin θ2)

z1
z2

=
r1
r2

· (cos θ1 + i sin θ1) (cos θ2 − i sin θ2)
cos2 θ2 + sin2 θ2

z1
z2

=
r1
r2

(cos θ1 cos θ2 − i sin θ2 cos θ1 + i sin θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2)
z1
z2

=
r1
r2

(cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2))

□

7.2.1 棣莫弗定理

定理

♠

棣莫弗定理

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ, n = 1, 2, 3, · · ·

棣莫弗定理使用复数的指数形式推导非常直观，但下面我们用已学过的三角形式来

证明棣莫弗定理。

证明：我们已经知道

z1z2 = r1r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2))

根据数学归纳法不难证多个复数乘积的推广：

z1z2 · · · zn = r1r2 · · · rn (cos (θ1 + θ2 + · · ·+ θn) + i sin (θ1 + θ2 + · · ·+ θn))

当 z1 = z2 = · · · = zn 时，有：

z1z2 · · · zn = rn (cosnθ + i sinnθ)

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ
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□
棣莫弗定理对于研究倍角的三角恒等式是一个方便的工具，下面举个例子：

把 sin 3θ 用 cos θ, sin θ 来表示：

sin 3θ = Im (cos 3θ + i sin 3θ) = Im (cos θ + i sin θ)3

令 a = sin θ, b = cos θ，通过二项式定理可知

sin 3θ = Im (cos θ + i sin θ)3

= C1
3b

2a− C3
3a

3

= 3 cos2 θ sin θ − sin3 θ

这时已经满足常用时的需求了，但通过三角函数的恒等式可以继续化简得

sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θ

7.3 复数的指数表示

定义

♡

如果 z = x+ y i，则定义 ez 为复数：

ez1 = ex(cos y + i sin y)

为何如此定义已经超出本书的范围，在此不做讲解。

由定义，若 x = 0，则可以得到著名的欧拉公式：

ey i = cos y + i sin y (3)

不难看出，若 z1 = x1 + y1 i , z2 = x2 + y2 i

ez1 · ez2 = ez1+z2

ez1
ez2 = ez1−z2

若令 (3) 式中的 y = θ，结合复数的三角表示可以得到

z = re iθ
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上式被称为复数的指数形式，其中 θ ∈ R, r ⩾ 0。

7.4 代数基本定理

定理

♠
代数基本定理 每一个次数大于 0 的复系数多项式至少有一个复根

这个定理的证明超出了本书的范围，在此不做证明，顺带一提这个定理的第一个严格

证明是高斯写的博士论文（1799 年）后面他又给出 4 个证明。
定理

♠

复系数多项式唯一因式分解定理 每一个次数大于 0 的复系数多项式在复数域
上都可以唯一地分解成一次因式的乘积。

通过上面的定理可推出

推论

♢
每一个 n 次 (n > 0) 复系数多项式恰有 n 个复根（重根按重数计算）

7.5 补充

请读者证明：

二元一次方程 ax2 + bx+ c = 0 中，如果其中一个根是复数 z，则另一个根是它的共

轭复数 z, 仅在 ∆ ⩽ 0 时由此结论。

如果对于复数 z = r(cos θ + i sin θ)，有 z 6= 1, zn = 1 时，说明有
∑n−1

i=0 z
i = 0



8 立体几何 85

8 立体几何

新版的这一章节内容是老版必修二的第一章空间几何体与第二章点线面关系组成，内

容多，东西杂，二级结论也很多，但是只要记住那五个公理和九个定理的用法，做起题来

就不会复杂。

8.1 基础立体几何图形

多面体：由若干个平面多边形围成的几何体叫多面体，各个多边形叫做多面体的面，

相邻两个面的公共边叫做多面体的棱，棱与棱的公共点叫做多面体的顶点。

旋转体：由一个平面图形绕它所在平面内的一条定直线旋转所形成的封闭几何体，这

条定直线叫旋转体的轴。

多面体

一、棱柱：一般地，有两个面互相平行，其余各面都是四边形，并且每相邻两个四边

形的公共边都互相平行，由这些面所围成的多面体叫做棱柱。

1. 两个互相平行的面叫做底面

2. 除底边外的其余各面叫做棱柱的侧面

3. 相邻侧面的公共边叫做棱柱的侧棱

4. 侧棱与地面的公共顶点叫做棱柱的顶点

底边是 n 边形的棱柱是 n 棱柱 (n ⩾ 3, n ∈ Z)
侧棱不垂直于底面的棱柱叫做斜棱柱。

侧棱垂直于底面的棱柱叫直棱柱。

底面是正多边形的直棱柱叫做正直棱柱。

二，棱锥：一般地，有一个面是多边形，其余各面都是有一个公共顶点的三角形，由

这些面所围成的多面体叫做棱锥。

1. 多边形面叫做底面；

2. 有公共顶点的各三角形面叫做侧面；

3. 各侧面的公共顶点也叫棱锥的顶点；

4. 相邻侧面的公共边叫做棱锥的侧棱。
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底边是 n 边形的棱锥是 n 棱锥 (n ⩾ 3, n ∈ Z)
用顶点和底面各顶点字母表示棱锥，如 S −ABCD

正棱锥：如果一个棱锥的底面是正多面体，并且顶点在底面的射影是底面的中心，这

样的棱锥叫正棱锥。各棱长均相等的四面体叫正四面体。

三，棱台用一个平行于棱锥底面的平面去截棱锥，底面与截面之间的部分，这样的多

面体叫做棱台。原棱锥的底面和截面分别叫做棱台的下底面和上底面，棱台也有侧面、侧

棱、顶点。

由 n 棱锥截得的棱台是 n 棱台 (n ⩾ 3, n ∈ Z)
正棱台：由正棱锥截得的棱台叫做正棱台，正棱台各侧棱相等，各侧面都是全等的等

腰梯形。

A1 B1

C1D1

A2 B2

C2
D2

P

A3 B3

C3D3

图 32: 三合一

如图，有直棱柱 A1B1C1D1−A2B2C2D2，棱锥 P−A1B1C1D1 以及棱台 A1B1C1D1−
A3B3C3D3。

旋转体

四，圆柱：以矩形的一边所在直线为旋转轴，其余三边旋转形成的面所围成的旋转体

叫做圆柱。

1. 旋转轴叫做圆柱的轴；



8 立体几何 87

2. 垂直于轴的边旋转而成的圆面叫做圆柱的底面；

3. 平行于轴的边旋转而成的曲面叫做圆柱的侧面；

4. 无论旋转到什么位置，不垂直于轴的边都叫做圆柱侧面的母线。

圆柱和棱柱统称柱体，圆柱侧面展开是矩形。

五，圆锥：以直角三角形的一条直角边所在直线为旋转轴，其余两边旋转形成的面所

围成的旋转体叫做圆锥。

1. 旋转轴叫做圆锥的轴；

2. 垂直于轴的边旋转而成的圆面叫做圆锥的底面；

3. 不垂直于轴的边旋转而成的曲面叫做圆锥侧面；

4. 无论旋转到什么位置，不垂直于轴的边都叫做圆锥的母线。

圆锥和棱锥统称为锥体。

六，圆台：用平行于圆锥底面的平面去截圆锥，底面于截面之间的部分叫圆台。与圆

柱圆锥一样，圆台也有轴、底面、侧面、母线。

七，球：以半圆的直径所在直线为旋转轴，半圆面旋
转一周形成的旋转体叫做球体，简称球。
半圆的圆心叫做球的球心，半圆的半径也是球的半径。
用一个平面去截球，球心到截面的距离 d 与球半径 R
以及截面圆的半径 r 满足：r =

√
R2 − d2。

图 33: 球

8.2 直观图

画空间几何时，常常用斜二测画法，斜二测画法是将三维物体平行投影到二维平面的

一种画法。

1，将 x 轴和 y 轴交于一点 O，使 ∠xOy = 45◦。

2，原平面中平行 x 轴的线段，长度不变，平行于 y 轴的线段为原平面中的一半。
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8.3 体积公式

体积公式：

棱柱体积：V = Sh

棱锥体积：V = 1
3
Sh

棱台体积：V = 1
3
h
(
S +

√
SS1 + S1

)
圆柱体积：V = πr2h

圆锥体积：V = 1
3
πr2h

圆台体积：V = 1
3
πh (r2 + rr1 + r21)

球体积公式：V = 4
3
πR3

下面仅证明棱台与圆台的体积公式：

先证明棱台的体积

O

O′

S

S′

P

图 34: 棱台体积证明

如图为一棱锥，底面积为 S，平行于底面截得面积为 S′，记得到的棱台体积为 V 高

为 h，棱锥顶点为 P，大棱锥的高为 |OP | = h+ h1，小棱锥的高为 |O′P | = h1，因为两

棱锥相似，因此有
h+ h1
h1

=

√
S√
S′
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记大棱锥体积为 V1，小棱锥体积为 V2，则有：

V = V1 − V2

=
1

3
(S(h+ h1)− S′h1)

=
h

3

√
S3 −

√
S′3

√
S −

√
S′

=
h(S +

√
SS′ + S′)

3

再来证明圆台的体积

O

O′

R

r

P

图 35: 圆台体积证明

如图为一圆锥，顶点为 P，底面圆心为 O 半径为 R，平行于底面截半径为 r，圆心

为 O′ 的圆，记截得的圆台体积为 V 高为 h，大圆锥高为 |OP | = h+ h1，体积为 V1，小

圆锥高为 |O′P |，体积为 V2。

由于两圆锥相似，则有
R

r
=
h+ h1
h1
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另一方面

V = V1 − V2

=
π

3

(
R2(h+ h1)− r2h1

)
=
π

3

hR3 − hr3

R− r

=
hπ

3

(
R2 +Rr + r2

)
□

表面积公式：

圆柱表面积：S = 2πr (r + l)

圆锥表面积：S = πr (r + l)，圆锥侧面积：S = πrl

圆台表面积：S = π (r21 + r2 + rl + r1l)

球表面积：S = 4πR2

8.4 点线面关系与公理

线与线之间：分为异面直线和共面直线，共面直线又分为相交直线和平行直线。

线与面之间：分为直线在平面内和直线在平面外，直线在平面外又分为平行于相交关

系。

面与面之间：平行或相交。

接下来是四个公理 (新教材叫基本事实)
公理 1 ：过不在一条直线的三个点，有且只有一个平面。(不共线的三点确定一个平

面)
公理 2 ：如果一条直线上两个点在一个平面内，那么这条直线在这个平面内。
公理 3 ：如果两个不重合的平面，有一公共点，那么它们有且只有一条过该点的公

共直线。

公理 4 ：平行于同一直线的两条直线平行。

这些公理乍看之下是废话，但却很有用；公理 1234 可以以点线面平行来记忆。另外
还有一个等角定理

定理 1

♠
定理 1：如果空间中两个角的邻边分别平行，那么这两个角相等或互补。
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8.5 平行的定理

四条关于平行的定理：

平行定理

♠

定理 2：如果平面外一直线与平面内任一直线平行，则该直线与该平面平行

定理 3：一条直线与一个平面平行。如果过该直线的平面与该平面相交，则交

线与该直线平行。

定理 4：如果一个平面内两条相交的直线与平面平行，那么这两个平面平行。

定理 5：两个平面平行，如果另一个平面与这两个平面相交，那么两条交线平

行。

可以看出来其实就是平面与直线的平行互相转换，我画了一个转换图便于理解。

直线于平面平行直线于直线平行 平面于平面平行

定理 5

定理 2
定理 3

定理 4

图 36: 直线与平面平行的转换

8.6 垂直的定理

垂直定理

♠

定理 6：如果一条直线与一个平面内的两条相交的直线垂直，则这条直线与该

平面垂直。

定理 7：垂直于同一平面的两条直线平行。

定理 8：如果一个平面过另一个平面的垂线，则这两个平面垂直。

定理 9：两个平面垂直，如果一个平面内有一条直线垂直于这两个平面的交线，

那么这条直线与另一个平面垂直。

其中直观的关系如下
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直线于直线垂直 直线于平面垂直 平面于平面垂直

直线于直线平行

定理 7

定理 8

定理 9
定理 6

图 37: 直线与平面垂直的转换

8.7 二面角

从一条直线出发的两个半平面，所组成的图形叫做二面角，这条直线叫二面角的棱，

这两个半平面叫做二面角的面。棱为 AB。面为 α, β 的二面角记作“二面角 α−AB−β”，
二面角的取值范围是 [0, π]。

二面角的平面角：二面角 α− l − β 中 l 上的一点 P 为垂足，分别在 α, β 平面上作

垂直于 l 的 PA,PB 射线, 二面角的平面角取值范围 [0, π)

一般地，两个面相交，如果它们所成的角是直二面角，就说两个平面互相垂直 α ⊥ β。

8.8 补充

8.8.1 祖暅原理

定理

♠

祖暅原理：“缘幂势既同，则积不容异。”其中“幂”代表截面积，“势”代表高；

用现代的汉语来解释就是：“介于两个平行平面间的两个几何体，被任一平行

于这两平面的平面所截，若这两截面的面积总相同，则这两个几何体的体积相同。”

祖暅原理并不难理解，如果把一叠 A4 纸落在一起放在桌上组成一个几何体，若使它
倾斜一个角度，则几何体形状发生了改变，变成一个新几何体，但由于它们的高和截面积

相同所以体积也相同。

依据这个原理可以证明球的体积公式：

如图，构造一个半径为 R 的半球，球心为 O，对于距离球心 O 为 r 的截面圆，设其

半径为 a，易知 a2 = R2 − r2，面积为 πa2；

这时，新构造一个底面半径为 R，高为 R 的圆柱，其上顶面圆的圆心为 O′，以上顶

面为底面作一个高为 R 的圆锥，其顶点位于圆柱底面圆的圆心 O′′。

现在我们构造了这样一个局面，对于距离 O′′ 为 r 且平行于底面的圆锥截面的面积，

不难知道为 πr2，又可以知道此时这个截面截圆柱的面积为 πR2，不难看出 πR2 −πr2 的

面积就是圆环的面积；
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R

R

r a

R

rr

O

O′

O′′

图 38: 祖暅原理

综上，这圆柱（内嵌圆锥）和半球，介于两个平行平面之间，且被任意平行于这两平

面的平面所截的两截面面积都相同，即

πa2 = π(R2 + r2) = πR2 − πr2

根据圆柱和圆锥的体积公式即可求这个半球的体积

V半球 = πR3 − πR3

3
=

2

3
πR3

最后可得球的体积公式：

V = 2V半球 =
4

3
πR3

8.8.2 三垂线定理

定理

♠

三垂线定理：平面内的一条直线若和这个平面的一条斜线的射影垂直，则它也

和这条斜线垂直。

三垂线定理的逆定理：平面内一条直线若和这个平面的一条斜线垂直，则他也和这

条斜线的射影垂直。

证明：

如图，直线 AB 在平面上的射影为 BE，显然 AE ⊥ α，设 DC ⊥ BE，平面 ABE
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A

B

C

D

E

α

图 39: 三垂线定理

记作 β

∵ DC ⊥ BE,AE ⊥ α,DC ⊂ α

∴ AE ⊥ α,AE ∩BE = E

∴ DC ⊥ β

∴ DC ⊥ AB

即证。对于逆定理，证明是类似的，如下

∵ DC ⊥ AB,AE ⊥ α,DC ⊂ α

∴ AE ⊥ α,AE ∩AB = A

∴ DC ⊥ β

∴ DC ⊥ BE

□
在高考中，三垂线定理不能直接用，需要证明才可以使用。
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8.8.3 三余弦定理

定理

♠

直线 AB 与平面 π 交于点 B，作 AB 到平面 π 的射影 BC（BA 沿方向 CA

下的外射影），过点 B 在平面 α 上作一条直线 l，过点 C 作 CD ⊥ l，垂足为 D，

记 ∠ABD = θ,∠ABC = α,∠CBD = β，则有：

cos θ = cosα · cosβ

上式被称为三余弦定理

A

B C

D
l

π

图 40: 三余弦定理

证明：如图，已知 DC ⊥ BD，而 DC 可以看作 AB 在平面 π 上的射影，根据三垂

线定理的逆定理，可知：BD ⊥ AD，因此 4BDC,4ABD,4ABC 均为直角三角形，即
有 

cosα = |BC|
|AB|

cosβ = |BD|
|BC|

cos θ = |BD|
|AB|

即证：

cos θ = |BD|
|AB|

=
|BD| · |BC|
|AB| · |BC|

= cosα · cosβ

□
推论

♢

斜线与平面所成的线面角是斜线与平面内直线所成的角的最小角，这被称为最

小角定理。
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证明：

通过三余弦定理可以快速证得，设斜线 AB 与平面 π 交于点 B，C 为 A在平面 π 上

的投影，平面内任意一条过 B 点的直线 l，作 CD ⊥ l垂足为 D，令 ∠ABD = θ,∠ABC =

α,∠CBD = β，可知斜线 AB 与 π 的线面角为 α，易知：

cosα =
cos θ
cosβ > cos θ, β ∈ (0,

π

2
)

其中 θ 就是斜线与平面内直线所成的角。

□

8.8.4 射影面积法

定理

♠

平面 A′DE 与平面 ADE 相交于直线 DE，其中 A 是 A′ 在平面 ADE 上的

投影，设二面角 A−DE −A′ 的平面角为 θ，则二面角的余弦值为：

cos θ = SADE

SA′DE

证明：

A

A′

D

E

B

B′

C

C ′

M

F

G

图 41: 射影面积法

如图，过 A′ 作 A′M ⊥ DE，易知 4A′DE 在平面 ADE 上的射影为 4ADE，因此
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AM 是 A′M 在平面 ADE 上的射影，由三垂线定理的逆定理可知

DE ⊥ AM

即有

cos θ = |AM |
|A′M |

=
2|AM ||DE|
2|A′M ||DE|

=
SADE

SA′DE

□
推论

♢

4A′B′C ′ 在平面 ADE 上的射影为 4ABC，设平面 A′B′C ′ 与平面 ABC 二

面角的平面角为 θ，则有

cos θ = SABC

SA′B′C′

这个推论是显然的，如果将 4A′B′C ′ 平移至与平面 ABC 相交，得到 4FBC，则
由定理可知推论成立。

射影面积法的重要意义在于，我们在求一个二面角的余弦值时，有时不知道它们的相

交直线，这时用射影面积法仍可以快速求得。

但需要注意的是，由于射影的性质，射影面积法只能求平面角为锐角的情况，对于平

面角是钝角的情况，只需用射影面积法求它的补角即可。

8.8.5 外接球

外接球的内容我会先讲一些通用的方法，之后再去说一些特殊的模型以及方法。

对于一个四面体（三棱锥），它的外接球球心 O 到四个顶点的距离相同，例如对于四

面体 ABCD 有：

|OA| = |OB| = |OC| = |OD| = R

其中 R 是外接球球半径，我们先只关注前三个等式：

|OA| = |OB| = |OC|

由平面几何的知识我们知道，对于平面上一个 4ABC 其外心 O′ 到三角形顶点距离相同，
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这一点告诉我们球心 O 在平面 ABC 的射影为 O′，也就是说球心 O 在过三角形外心 O′

且垂直于平面 ABC 的直线 l 上，如果我们作 D 到平面 ABC 的射影为 D′ 如图可列：

O′

O

D

D′

图 42: 外接球

|OD| = R = |O′D′|2 + (|DD′| − |OO′|)2

由于 |O′D′|, |DD′| 是确定的，所以只需确定 |OO′| 即可，注意到

|OO′|2 = |OA|2 − |O′A|2 = R2 − |O′A|2

即可求 R 的值。

另外用解析几何建系来算 O 点也是可以的，已知四面体四点，通过

|OA| = |OB| = |OC| = |OD| = R

即可解出 O 的坐标以及 R。

8.8.6 内切球

定理

♠

四面体 ABCD 的内切球半径：

R =
3V

S

其中 R 是内切球半径，V 是四面体体积，S 是四面体表面积。

证明过程与三角形内切圆半径的证明过程相同，设内切球球心为 O，则 O 到平面
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O

A

B

C

D

图 43: 内切球

ABC、平面 BCD、平面 ACD、平面 ABD 的距离都为 R，

则有：

VOABC =
R

3
SPABC

VOABD =
R

3
SPABD

VOBCD =
R

3
SPBCD

VOADC =
R

3
SPADC

即证：

R =
3V

S

□
仔细观察会发现，这和三角形内切圆半径的公式非常相似，即：

R =
S

p
=

2S

C

其中 R 是内切圆半径，S 是三角形面积，p, C 分别是半周长和周长。

8.9 一些几何体

下面介绍一些几何体
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阳马、堑堵、鳖臑

九章算术第五卷商功中介绍了一些特别的几何体：“斜解立方，得两堑堵。斜解堑堵，

其一为阳马，一为鳖臑。阳马居二，鳖臑居一，不易之率也。合两鳖臑三而一，验之以棊，

其形露矣。”

图 44: 阳马、堑堵、鳖臑

显然它们是共外接球的，如若遇到这种类型，可以构造长方体来求得外接球半径等。

其中我认为最有意思的是鳖臑模型，鳖臑可以看作是底面为直角三角形，高为不在直

角这个端点（在其余两锐角其中一个的端点上）的三棱锥，由于鳖臑在长方体中，因此易

证明其四个面都为直角三角形。
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对棱模型

当四面体对棱相等时，我们可以构造一个长方体，使得四面体的三组对棱分别是这个

长方体的三组面对角线。

图 45: 对棱模型

如图，不妨设长方体三个边分别为 a, b, c，四面体三组对棱长度分别为 d, e, f，有

a2 + b2 = d2

a2 + c2 = e2

c2 + b2 = f2

这个四面体的外接球半径 R 为

R =
√
a2 + b2 + c2 =

√
2(d2 + e2 + f2)
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9 统计

9.1 统计中一些基本概念

总体：包含所研究的全部个体的集合。跟据其包含的单位数目是否可数可以分为有限

总体和无限总体，区分有限和无限主要是为了判别在抽样中每次抽取是否独立。

个体：组成总体的每一个调查对象。

样本：从总体抽出的那部分个体。从总体中抽取的一部分元素的集合，构成样本的元

素的数目称为样本量。

全面调查/普查：对每一个调查对象都进行调查。
由于普查的成本较大，因此通常会抽取一部分进行调查即：

抽样调查：从总体中抽取一部分个体进行调查，并以此为依据对总体的情况做出估计

和推断。

9.1.1 几种抽样方式

概率抽样，也称随机抽样，是指遵循随机原则进行的抽样，总体中每个个体都有一定

的机会被选入样本。需要注意的是概率抽样和等概率抽样是两个不同的概念。

下面介绍几种概率抽样方式。

一、简单随机抽样

一个总体含 N 个个体，从中随机地、一个个地抽取 n (n ∈ [1, N)) 个个体做为样本，

每个个体入样概率是相等的。（除特殊说明，一般简单随机抽样指不放回简单随机抽样），

常用以下方法：

1. 抽签法

2. 随机数法

二、分层随机抽样

将抽样单位按某种特征或某种规则划分为不同的层，然后从不同的层中独立、随机地

抽取样本。

如果每层样本的量与层的大小成比例，那么称这种样本量的分配方式为“比例分配”。

三、系统抽样

将总体中所有个体按一定顺序排列，在规定的范围内随机地抽取一个单位作为初始

单位，然后按事先规定好的规则确定其他样本单位。

典型的系统抽样是从数字 1 k 之间随机抽取一个单位作为初始单位，以后依次取

r + k, r + 2k, · · ·。
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9.2 数字特征

总体均值/总体平均值：总体有 N 个个体，变量值分别为 Yi (i = 1, 2, . . . , N)，则称

Y = 1
N

∑N
i=1 Yi 为总体均值。

如果总体的 N 个变量中，不同的值共有 k (k ⩽ N) 个，不妨记为 Yi (i = 1, 2, . . . , k)

其中 Yi 出现的频数为 fi，则可以写成加权平均数 Y = 1
N

∑k
i=1 fiYi

如果从总体中抽取一个容量为 n 的样本，它们的变量值为 yi (i = 1, 2, . . . , n)，则称

Y = 1
n

∑n
i=1 yi 为样本均值。

中位数：记有 n 个数据，当数据量是偶数时，中位数为第 n
2
和 n

2
+ 1 个数的平均数；

当 n 为奇数时，中位数等于第 n+1
2
个数。

众数：出现频率最大的数。

平均数：x = 1
n

∑n
i=1 xi

方差：s2 = 1
n

∑n
i=1 (xi − x)

2
= 1

n
(
∑n

i=1 x
2
i )− x

标准差：
√
s2 = s

关于
∑
的计算我不过多赘述，很多都是在概率论中推到过的结论。

下面讨论两组数据 xi, yi，它们的平均数以及方差的关系：

n∑
i=1

(axi + byi) = a
n∑

i=1

xi + b
n∑

i=1

yi

如果 yi = axi + b，容易知道：

y = ax+ b

Sy = |a|Sx

再来看看更加一般的情况：

设有两组数据 xi, yj(i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m) 它们平均数分别为{
x = 1

n

∑n
i=1 xi

y = 1
m

∑m
i=1 yj

方差分别为 {
S2
x = 1

n

∑n
i=1 (xi − x)

2

S2
y = 1

m

∑m
j=1 (yj − y)

2
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设总体平均数为 a，总体方差为 b2，推出：

a =
nx+my

m+ n

b2 =
1

m+ n

[
nS2

x +mS2
y + n(x− a)

2
+m(y − a)

2
]

方差比较难记，但不会常考到，可以分为两部分来理解：

1，nS2
x +mS2

y 是它们的层内方差

2，n(x− a)
2
+m(y − a)

2
是它们的层外方差

这个可以自己推一下，对记忆有帮助，但就是比较麻烦。

9.3 数据的图表展示

频率分布直方图 使用“频率分布表”和“频率分布直方图”来整理和表示数据（频

率 = 频数/样本数）
e.g.

月均用水量

频率/组距

1.2 4.2 7.2 10.2 13.2 16.2 19.2 22.2 25.2 28.2
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.077

0.107

0.043

0.03 0.03

0.017
0.01 0.013

0.007

图 46: 频率分布直方图

如图所示，每个小长方形的面积即是改段数据出现的频率，首先介绍对于一组数据如

何画频率分布直方图

画图步骤：

1. 求极差：Xmax −Xmin。
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2. 决定组数与组距：分组可以是等距的或不等距的，一般组距相等，且力求取整；组
数 = 极差/组距。

3. 将数据分组。

4. 列频率分布表：如第 n 组频数/样本容量。

5. 画频率分布直方图：y 轴为频率/组距，x 轴为数据的意义，小长方形面积 = 组距 ·
频率/组距 = 频率。

频率分布直方图可以帮助我们观察数据的集中趋势，也可以估计一些数字特征，如上

例，通过图像易知 (4.2, 7.2) 中数据出现的频数最大，因此估计众数为 4.2+7.2
2

= 5.7。

为了展示更多的数字特征，我们引入第 p 百分位数。

一组数据的第 p 百分位数是这样一个值，它使得这组数据中至少有 p% 的数据小于
或等于这个值，且至少有 (100− p)% 的数据大于或等于这个值．
我们可以通过以下步骤计算一组数据的第 p 百分位数。

1. 将数据从小到大排列。

2. 计算 i = n× p%，其中 n 为总体，p% 为百分位数。

3. (a) 当 i 是整数：第 i 项与 (i+ 1) 项之和的平均数。

(b) 当 i 不是整数：取比 i 大的第一个整数 j，第 p 百分位数为 j

显然中位数就是第 50 百分位数。
当只有表格没有具体数值时用以下方法求：设样本数据的 p% 分位数为 i

1. 先从低到高相加频率，直到第 n 组包含 p%。

2. 设第 n 组分组为 [x, y)，x 对应数据 a，y 对应数据 b，i 对应数据 c，则

x+
c− a

b− a
· (y − x) = i

下面就用上例来演示

e.g. 已知频率分布直方图，求数据的中位数，以及第 67 百分位数。

先求中位数，第一步求每组频率 逐个相加直到包含 0.5，易知 (1.2, 7.2) 的频率为

第 n 组 1 2 3 4 5 6 7 8 9
频率 0.231 0.321 0.129 0.09 0.09 0.051 0.03 0.039 0.021

图 47: 数据频率
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0.231+0.321 = 0.552，而 (1.2, 4.2)的频率为 0.231，因此中位数在第二组中，即 (4.2, 7.2)

中。

随后，中位数在第二组中的具体位置（所占部分）应为：

0.5− 0.231

0.552− 0.231
= 0.838

故中位数约为

3× 0.838 + 4.2 = 6.714

再来我们算第 67 百分位数，记为 p，易知 0.552 + 0.129 = 0.681，故 p 在第三组中，

则可得

p =
0.67− 0.552

0.681− 0.552
× 3 + 7.2

p = 9.944

茎叶图

茎叶图是反应原始数据分布的图形。它由茎和叶两部分组成，其图形由数字构成。

e.g.有两组数据，甲组：12,23,24,25,32,33,37,41,50；乙组：11,23,34,38,39,40,42,52,56。
通过茎叶图可以表示为

甲 乙
2 1 1

5 4 3 2 3
3 2 7 3 4 8 9

1 4 0 2
0 5 1 6

图 48: 茎叶图

其中中间为茎，两边为叶，茎代表十位数，叶代表个位数。
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10 概率

10.1 随机试验

定义

♡

随机试验：对随机现象的实现和对它的观察，简称试验用 E 表示。

特点：

1. 可重复进行

2. 所有结果明确可知，不止一个

3. 每次试验得到可能结果的一个，但事先无法确定

性质：

1. 有限性 (有限样本空间)

2. 不唯一

样本点：试验中每个可能的基本结果。

样本空间：全体样本点组成的集合；一般用 Ω 表示样本空间，ω 表示样本点。

有限样本空间：一个试验有 n 个结果，是有限的。
随机事件 (简称事件)：样本空间的子集。
基本事件：只包含一个样本点的事件。

特别的：

Ω 作为本身的子集，Ω 必然发生，我们称 Ω 为必然事件。

ϕ 不包含任何的样本点，称之为不可能事件。

10.2 事件关系

研究概率论我们需要用到集合的工具来描述。

与集合类似的有包含被包含等：

事件 A 包含事件 B，B ⊆ A

事件 A 和事件 B 相等，B = A

交事件或积事件，A ∩B,AB
并事件或和事件，A ∪B,A+B

如果 A ∩B = ϕ，则称事件 A 和事件 B 互斥 (或互不相容)
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如果 A ∩ B = ϕ,A ∪ B = Ω 则称事件 A 和事件 B 互相对立；A 的对立事件可以记
为 A

10.3 古典概型

定义

♡

概率：随机事件发生的可能性大小的度量，A 的概率用 P (A) 表示。

古典概率模型：简称古典概型，有以下几个共同特征：

1. 有限性：样本空间的样本点只有有限个

2. 等可能性：每个样本点发生的可能性相等

一般地，设试验 E 是古典概型，样本空间 Ω 包含 n 个样本点，事件 A 包含 k 个样
本点，则定义事件 A 的概率为

P (A) =
k

n
=
n(A)

n(Ω)

n(A)
n(Ω)

是它的古典定义，n(A), n(Ω) 表示 A 和 Ω 包含的样本点个数。

基本性质

(1)，对任意事件 A，都有

P (A) ⩾ 0

(2)，必然事件概率为 1. 不可能事件概率为 0

P (Ω) = 1, P (ϕ) = 0

(3)，如果事件 A 与事件 B 互斥，那么 P (A ∪ B) = P (A) + P (B)，推广：如果事件

Ai(i = 1, 2, . . . , n) 互斥则有

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai)

(4)，如果事件 A 与事件 B 互为对立事件，则

P (B) = 1− P (A), P (A) = 1− P (B)
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(5)，如果 A ⊆ B，那么 P (A) ⩽ P (B)

(6)，设 A,B 是一个随机试验中的两个事件，我们有

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

对于任意事件 A,B，如果 P (AB) = P (A)P (B)，则称 A,B 相互独立，简称独立。

频率

频率的稳定性：随着试验次数 n 增加，频率偏离概率的幅度会缩小，即 fn(A) 逐渐

稳定于 P (A) 概率。



11 空间向量 110

11 空间向量

与平面向量的知识差不多，多了一个维度而已，研究的问题也有套路，是空间解析几

何最基础的东西。

11.1 线性运算与空间向量

与平面向量相同的：模、零向量、单位向量、相反向量、共线向量 (平行向量)、相等
向量的概念。

方向向量：我们把与 −→a 平行的非零向量称为直线 l 的方向向量。

共面向量：平行于同一个平面的向量。

空间内三个向量共面的充要条件是 −→p = x−→a + y
−→
b

线性计算与平面向量一样11

−→a ·
−→
b = |−→a |

∣∣∣−→b ∣∣∣ cos
〈−→a ,−→b 〉

−→a · −→a = |−→a |2

推论

♢

如果四点 A,B,C,D 共面则有一点 O 使得：

−→
OA = x

−−→
OB + y

−−→
OC + z

−−→
OD

其中 x+ y + z = 1

11.2 基本定理

定理

♠

定理：如果三个向量 −→a ,
−→
b ,−→c 不共面，那么对于任一空间向量 −→p，存在唯一

的有序实数组 (x, y, z) 使得 −→p = x−→a + y
−→
b + z−→c −→a ,

−→
b ,−→c 叫做空间中的一个基

底，−→a ,
−→
b ,−→c 叫做基向量。如果三个基向量两两垂直，且长度均为 1，那么这个基

底叫做单位正角基底，对于任意向量可以写成 −→p = x−→a + y
−→
b + z−→c，这个过程叫

正交分解。

以上是高中数学书给的定理，我认为解析几何中给的更能准确定义坐标系，如下：

11在解析几何中会了解到，平面向量和空间向量都只是向量，有向有大小的矢量。



11 空间向量 111

由解析几何的知识知道，在一个几何空间中还需要一个点 O 才能与三个向量构成一

个仿射坐标系，高中默认 O 为原点，再进行的建系。所以几何空间中一个基更准确的记

法是 {O;
−→
d1,

−→
d2,

−→
d3}

高中研究的空间坐标问题都是以右手系的直角标架为基础研究，高中里斜二测画法

奠定了三维视图基础，因为是右手系所以 x、y、z 轴是按逆时针分布的。

右手系直角标架是广为应用的一个仿射坐标系。像在计算机图形学中 OpenGL 里也
是右手系笛卡尔坐标系 (直角坐标系的另一种说法)。

有些结论只要是仿射坐标系都有，但有些是右手系直角标架特有的，如果学有余力可

以区分一下，在研究比较一般问题时就不会被直角坐标系的思维限制。

11.3 坐标运算

在坐标系 (以下默认都是右手系空间直角标架)
{
O;

−→
j ,

−→
i ,

−→
k
}
中，设−→a = (a1, a2, a3),

−→
b =

(b1, b2, b3);λ ∈ R 则有：

−→a ±
−→
b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3)

λ−→a = (λa1, λa2, λa3)

−→a ·
−→
b = a1b1 + a2b2 + a3b3

−→a //
−→
b ⇐⇒ −→a = λ

−→
b

−→a ⊥
−→
b ⇐⇒ −→a ·

−→
b = 0

|−→a | =
√−→a · −→a =

√
a21 + a22 + a23

空间中两点间距离公式：

P1P2 =
∣∣∣−−−→P1P2

∣∣∣ =√(x2 − x1)
2
+ (y2 − y1)

2
+ (z2 − z1)

2
+

空间中两点中点公式：

P =

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2
,
z1 + z2

2

)

11.4 射影和分量

几何空间 V 中，给了一个单位向量 −→e，过点 O 作直线 l，其方向向量为 −→e；过点
O 作平面 π 与 l 垂直，在平面 π 上取两个互相垂直的单位向量 −→e1 ,−→e2，如图所示，则
[O;−→e1 ,−→e2 ,−→e ] 是几何空间 V 的一个直角坐标系，于是，任意向量 −→a，它可以唯一的分解
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成
−→a = x−→e1 + y−→e2 + z−→e = −→a2 +−→a1

其中 −→a1 = x−→e1 + y−→e2 ,−→a2 = z−→e。

π

−→e

−→a 1

l

−→e 1

−→e 2

−→a 2

−→a

图 49: 射影

可见 −→a2 ⊥ −→e，−→a1 与 −→e 共线，我们把 −→a1 称为 −→a 在方向 −→e 上的内射影（也称 −→a1 是
−→a 在方向向量为 −→e 的轴 l 上的正投影），记作 P−→e (

−→a )；把 −→a2 称为 −→a 沿方向 −→e 的外
射影。

内射影的一些基本性质：对于几何空间中任意向量 −→a ,
−→
b，任意实数 λ，有

P−→e (
−→a +

−→
b ) = P−→e (

−→a ) + P−→e (
−→
b ) 1

P−→e (λ
−→a ) = λP−→e (

−→a ) 2

由于 −→a 在方向 −→e 上的内射影 −→a1 与 −→e 共线，因此存在在一个唯一的实数 µ，使得
−→a1 = µ−→e，把这个实数 µ 称为 −→a 在方向 −→e 上的分量，记作 Π−→e (

−→a )。
几何空间中任意向量 −→a 在方向 −→e 上的分量为

Π−→e = |−→a | cos 〈−→a ,−→e 〉

其中 〈−→a ,−→e 〉 表示向量 −→a 与 −→e 之间的夹角。
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11.5 外积

定义

♡

法向量：若直线 l⊥α，取 l 的方向向量 −→a，−→a 就是平面 α 的法向量，方向量

的长度随意但不能为 0。

不难知道，任意
−→
b //α 都有：

−→
b · −→a = 0

通过以上的结论，可以通过找到两个平行于平面 α 的向量（或者在平面 α 上找三点）

即可联立方程解出平面 α 的一个法向量。

定义

♡

外积：两个向量 −→a 与
−→
b 的外积记作：

−→a ×
−→
b

仍是一个向量，它的长度规定为

|−→a ×
−→
b | := |−→a ||

−→
b | sin

〈−→a ,−→b 〉
且当 |−→a ×

−→
b | 6= 0 时，它的方向规定为：与 −→a ,

−→
b 均垂直，并且使 (−→a ,

−→
b ,−→a ×

−→
b )

成右手系，即当右手四指从 −→a 弯向
−→
b（转角小于 π）时，拇指指的就是 −→a ×

−→
b

的方向。

易知，当 −→a ,
−→
b 中有一个为

−→
0，则 −→a ×

−→
b =

−→
0，由定义可知 −→a ×

−→
b 的充要条件是

−→a 和
−→
b 共线，因此需要注意，若 −→a ×

−→
b = 0，不能因此判断 −→a ,

−→
b 中必有一个为

−→
0。

外积的几何意义

当 −→a 与
−→
b 不共线时，|−→a ×

−→
b |表示以 −→a ,

−→
b 为邻边的平行四边形的面积。而 −→a ×

−→
b

方向的几何意义是给平面定向。

平面的定向，就是平面上的旋转方向，在平面几何中，我们只需要用“逆时针方向”

或“顺时针方向”即可描述平面上两个方向的旋转，但是在三维空间中的平面，这种说法

不足以描述平面上的旋转方向，因为在平面一侧看是顺时针旋转，而在另一侧看就是逆时

针旋转，因此通常用另一种方法来描述。

给定平面 π0 上的一对不共线的向量，如果规定了它们先后顺序，则从第一个向量到

第二个向量的转角小于 π 的旋转方向就称为平面 π0 的一个定向。
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平面的两个定向，也可以用平面的两侧来代表：如果右手四指沿平面上取定的旋转方

向弯曲，拇指必指向平面的一侧，这样，平面的两个定向就对应于平面的两侧，而平面两

侧又可以用垂直于该平面的两个方向来刻画，因此通常也用垂直于平面的方向来表示平

面的定向。

现在来看外积 −→a ×
−→
b 的方向的几何意义，−→a ×

−→
b 的方向给出了以 −→a ,−→a 为邻边的

平行四边形的边界的一个环形方向，即让右手的拇指指向 −→a ×
−→
b 的方向，右手其余四指

的弯向（转角小于 π）就是以 −→a ,
−→
b 为邻边的平行四边形的边界环形方向，则称它是定向

平行四边形。因此，−→a ×
−→
b 的方向的几何意义就是以 −→a ,

−→
b 为邻边的平行四边形确定了

一个方向。

外积的运算规律

对于任意向量 −→a ,
−→
b ,−→c 和任意实数 λ，有

1. −→a ×
−→
b = −

−→
b ×−→a（反交换律）；

2. (λ−→a )×
−→
b = λ(−→a ×

−→
b ) = −→a × (λ

−→
b )；

3. −→a × (
−→
b +−→c ) = −→a ×

−→
b +−→a ×−→c（左分配律）；

(
−→
b +−→c )×−→a =

−→
b ×−→a +−→c ×−→a（右分配律）。

坐标计算外积

在右手系直角标架 [O;
−→
d1,

−→
d2,

−→
d3]，设向量

−→a ,
−→
b 坐标分别为 (a1, a2, a3)

T
, (b1, b2, b3)

T
，

则有

−→a ×
−→
b = (a1

−→
d1 + a2

−→
d2 + a3

−→
d3)× (b1

−→
d1 + b2

−→
d2 + b3

−→
d3)

= (a1b2 − a2b1)
−→
d1 ×

−→
d2 + (a3b1 − a1b3)

−→
d3 ×

−→
d1

+ (a2b3 − a3b2)
−→
d2 ×

−→
d3

现设 [O;−→e1 ,−→e2 ,−→e3 ] 是右手直角标架，根据

−→e1 ×−→e2 = −→e3 , −→e2 ×−→e3 = −→e1 , −→e3 ×−→e1 = −→e2
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可以得到

−→a ×
−→
b = (a2b3 − a3b2)

−→e1 + (a3b1 − a1b3)
−→e2 + (a1b2 − a2b1)

−→e3

=

∣∣∣∣∣a2 b2

a3 b3

∣∣∣∣∣−→e1 −
∣∣∣∣∣a1 b1

a3 b3

∣∣∣∣∣−→e2 +
∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣−→e3
于是我们有

定理

♠

设 −→a ,
−→
b 在有时直角坐标系中的坐标分别为

(a1, a2, a3)
T
, (b1, b2, b3)

T

则 −→a ×
−→
b 的坐标为 (∣∣∣∣∣a2 b2

a3 b3

∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣a1 b1

a3 b3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣
)T

从而

|−→a ×
−→
b | =

√
(a2b3 − a3b2)

2
+ (a3b1 − a1b3)

2
+ (a1b2 − a2b1)

2

由外积的几何意义可知，上式也是以 −→a ,
−→
b 为邻边的平行四边形的面积公式。

右手直角坐标系中 −→a ×
−→
b 也可以写成

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→e1 a1 b1
−→e2 a2 b2
−→e3 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
11.6 线面关系证明

直线与直线：

平行:∃λ ∈ R : −→a = λ
−→
b

垂直：−→a ·
−→
b = 0

夹角：cos θ =
∣∣∣∣ −→a ·

−→
b

|−→a |·|−→b |

∣∣∣∣
直线与平面：设 −→m 是平面 α 的法向量

平行：−→a · −→m = 0
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垂直：∃λ ∈ R : −→a = λ−→m
夹角：γ = π

2
− θ

平面与平面：设平面 π1, π2 的法向量分别为
−→n1,

−→n2

平行：∃λ ∈ R : −→n1 = λ−→n2

垂直：−→n1 · −→n2 = 0

二面角：θ = 〈−→n1,
−→n2〉, 二面角为 α, 有 θ = π − α

11.7 补充

二面角是算其中比较复杂的，判断二面角的正负比较麻烦，通常只用通过观察来判断

正负，但如果没有图则需要在两法向量与各自所垂直的平面的交点，连接这两交点，令其

为一个向量 −→a，如果两法向量与 −→a 的内积同号，则 α 与 θ 互补，如果内积异号则 α 与

θ 相等。具体查看19.5。
这算一个偏冷门的考点，一般来说都可以直接看图判断，很少用到这个。

空间中点线面距离

其实就研究 1，点到面；2，线到面；3，点到线；都可以转到点与线面的关系一，点
到面

设 M ∈ π,N ∈ π,M 6= N,P /∈ π,
−−→
PM⊥π�−→n⊥π，已知 P,N,−→n

PM 即为所求

∣∣∣−−→PM ∣∣∣ = ∣∣∣cos
〈−−→
PN,−→n

〉∣∣∣ · ∣∣∣−−→PN ∣∣∣ =
∣∣∣−→n ·

−−→
PN

∣∣∣
|−→n |

主要是记思路。

·
M

π

·
N−→n

·P

图 50: 点到面

二，线到面
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找到线上一点转换成点到面的问题即可。

三，点到线 设 P /∈ l,M ∈ l, N ∈ l, Q ∈ l,M 6= N 6= Q,
−−→
PM⊥l，已知 P,N,Q，PM

即为所求 ∣∣∣−−→PM ∣∣∣ =√∣∣∣−−→PN ∣∣∣2 − (cos
〈−−→
PN,

−−→
QN

〉
·
∣∣∣−−→PN ∣∣∣)2

教科书上用方向向量其实是一样的，这个更直观，其实就是勾股定理。

l

·P

·
M

·
N

·
Q

−−→
QN

图 51: 点到直线

还有一个是研究异面直线距离的题，高中教材里不论是新教材选修一，还是旧教材选

修 2 − 1 里面都没有对异面直线距离的定义，但是我在有些高中教辅上看到了有 s 关内
容。

异面直线用高中的知识其实就可以解出来，但这是个冷冷冷门考点，至少我从来没有

在立方体基础题以外的题做到过，大概率是因为书上都没有这个定义。如果用解析几何的

知识可以比较直观的理解，其实异面直线的距离就是它们两方向向量与两直线上分别一

点的连线组成的向量的混合积绝对值除以两方向向量外积的模长。
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12 直线和圆的方程

在初中我们已经简单了解了直线与圆，这一节主要是以代数的视角来解释直线与圆。

12.1 直线

12.1.1 直线的定义

两个点可以确定一条直线，据此可以写出直线的解析式，下面通过引入一条直线来解

释不同角度下直线的解析式

y

xO A

B

α

图 52: 直线的一些定义

如图，一直线 l 过两点 A(x1, y1), B(x2, y2)，这两点分别在 x 轴和 y 轴上，直线 l 与

x 轴正半轴的夹角记为 α，可以发现，直线也可以通过一个角和一个点确定，因此我们引

入定义：

定义

♡

倾斜角：直线 l 与 x 轴正方向上，向上的方向之间的角 α, (0◦ ⩽ α < 180◦)

斜率：直线 l 的倾斜角 α 的正切值，用 k 表示；即

tanα = k

截距：直线与 x 轴的截距为 OA 的长度，直线与 y 轴的截距为 OB 的长度，但要

注意截距有正负，因此截距不只是长度，例如上例直线 l 的 x 轴的截距就是正的，

而 y 轴的截距就是负的。



12 直线和圆的方程 119

当 α 不同取值时可以得到
α ∈ (0◦, 90◦) k > 0

α = 90◦ k 不存在

α ∈ (90◦, 180◦) k < 0

如果 A(x1, y1), B(x2, y2) 确定，则可以通过下式求斜率

k =
y2 − y1
x2 − x1

对于两条直线 l1, l2，当 l1// l2 时，有 k1 = k2，这是显然的。

当 l1⊥l2 时，有 k1 · k2 = −1，这个证明也比较显然：

记直线 l1, l2 的倾斜角分别是 θ1, θ2，因为两直线垂直，所以

θ2 + π − θ1 =
π

2

θ2 +
π

2
= θ1

− cot θ2 = tan θ1

因此

k1 · k2 = −1

□
同一个点和斜率来确定直线的解析式，称为点斜式，由于斜率不变因此，对于直线 l

上的任意一点 P (x, y) 都有

k =
y − y1
x− x1

=
y1 − y2
x1 − x2

1

移项即得

y − y1 = k(x− x1) 2

点 A(x1, y1) 可以替换成任意属于直线 l 的点。

若将 2 式展开并移项可得

y = kx− kx1 + y1

若令 x = 0，可得

y0 = y1 − kx1
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其中 y0 是直线 y 轴上的截距，不妨记为 b，这时 2 式可以改写为

y = kx+ b

这就是常用的斜截式。

以上两种解析式都是建立在 k 存在的情况下，当 k 不存在时不适用，即直线垂直于

x 轴时不能使用。

若记 a, b 分别为直线 l 在 x 轴和 y 轴的截距，可知

k = − b

a

由斜截式得

ay = −bx+ ab

x

a
+
y

b
= 1

上式被称为截距式，显然 ab 6= 0，该式不适用于与坐标轴垂直的直线或过原点的直线。

倘若我们把 2 式（点斜式）的斜率展开，即

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1)

y − y1
y2 − y1

=
x− x1
x2 − x1

上式也被称为两点式，该式不适用于与坐标轴垂直的直线。

上面介绍了这么多种解析式，但每一种都有缺陷，那么有没有一种可以适用于所有直

线的解析式呢？

通过定义，直线可以被两个点确定，在平面上求这个直线的解析式也就是解二元一次

方程组，对于二元一次方程的一般形式可以写为

Ax+By + C = 0

其中 A,B 不都为 0，若直线 l 过点 A(x1, y1), B(x2, y2)，带入上式联立可解出 A,B,C。

因此对于任意直线都可以用上式来表示，上式被称为直线的一般式

换为斜截式就是

y = −A
B
x− C

B

即知斜率为 k = −A
B
，y 轴上的截距为 −C

B
。
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对于两直线 l1 : A1x+B1y + C1 = 0, l2 : A2x+B2y + C2 = 0，若 l1// l2，那么

A1B2 = A2B1

需要注意两条直线不能重合。

若 l1⊥l2，那么
A1A2 = B1B2

这样，我们就将之前的结论推广到了对于任意直线都成立的情况。

12.1.2 直线的一些结论

定理

♠

平面上的两点 A(x1, y1), B(x2, y2)，它们的距离为 |AB|，可以表示为

|P1P2| =
√
(x1 − x2)

2
+ (y1 − y2)

2

上式被称为两点间距离公式（平面上的），通过勾股定理即证。

若点 P (x0, y0) 不在直线 l 上，那么它到直线的距离 d 可以表示为

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2

证明：

P

M

图 53: 点到直线的距离

设直线 l : Ax + By + C = 0 以及线外一点 P (x0, y0)，记 PM 垂直 l，垂足为点

M(x1, y1)，点 P 到直线的距离即为 d = |PM |，易知 lPM 的方程为

Ay −Ay0 = Bx−Bx0
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将两直线方程联立可得 {
x1 =

B2x0−ABy0−AC
A2+B2

y1 =
A2y0−ABx0−BC

A2+B2

根据两点间距离公式可得

d = |PM | =

√
(
B2x0 −ABy0 −AC

A2 +B2
− x0)

2

+ (
A2y0 −ABx0 −BC

A2 +B2
− y0)

2

=
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2

□
推论

♢

若两直线 l1, l2 平行，即 l1// l2，则两直线距离为

d =
|C1 − C2|√
A2 +B2

上式称为平行线间的距离公式（平面上的），上式的参数具体会在下面推到中说明。

证明：由于 l1// l2，即两直线斜率相同，不妨设{
l1 : Ax+By + C1 = 0

l2 : Ax+By + C2 = 0

直线 l1 上有一点 P (x0, y0)，它到直线 l2 的距离即是两平行线间的距离，故

d =
|Ax0 +By0 + C2|√

A2 +B2

又因点 P 在 l1 上，则有

Ax0 +By0 + C1 = 0

综上

d =
|C1 − C2|√
A2 +B2

□
设 l : Ax+By + C = 0，则 −→a = (A,B)，有 −→a ⊥l。（在空间解析几何中也有类似结

论，设平面 π = Ax+By + Cz +D = 0，则 −→a (A,B,C)
T
是平面 π 的一个法向量）
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12.1.3 倒角公式

定理

♠

倒角公式：

tan θ = k2 − k1
1 + k2k1

或

tan θ = k1 − k2
1 + k2k1

其中 θ 是直线 l1, l2 的其中一个夹角，这两直线的斜率分别为 k1, k2。

x

y

θ1θ2

θ

图 54: 倒角公式

证明：如图直线 l1, l2 的倾斜角分别是 θ1, θ2，两直线夹角（其中一个）为 θ；

通过观察，直线 l1, l2 与 x 轴构成一个三角形，不难知道 θ = θ2 − θ1，则有：

tan θ = tan(θ2 − θ1) (1)

=
tan θ2 − tan θ1
1 + tan θ2 tan θ1

(2)

=
k2 − k1
1 + k2k1

(3)

□
注意到两直线的另一个夹角是 θ 的补角，设为 θ3，有

tan θ3 = tan(−θ) = k1 − k2
1 + k2k1



12 直线和圆的方程 124

这个定理联系斜率的几何意义，沟通了三角函数中正切的差角公式，主要是数形结

合，不用死记硬背。

12.2 圆

圆可以看作定点到定长的点组成的集合，因此由定点 O，和定长 r 就可以得到圆的

方程。

不妨设 O(a, b)，对于圆上任意一点 P (x, y) 都有 |OP | = r，根据两点间距离公式得

(x− a)
2
+ (y − b)

2
= r2

上式被称为圆的标准方程。

如果将圆的标准方程展开可得：

(x− a)
2
+ (y − b)

2
= r2

x2 + y2 − 2ax− 2by + a2 + b2 − r2 = 0

记 D = −2a,E = −2b, F = a2 + b2 − r2 则有

x2 + y2 +Dx+ Ey + F = 0

上式被称为圆的一般方程，对它配方可得

(x+
D

2
)
2

+ (y +
E

2
)
2

=
D2 + E2 − 4F

4

观察可知，当 D2 + E2 − 4F > 0 则该图像是一个圆，D2 + E2 − 4F = 0 则是一个点，

D2 + E2 − 4F < 0 则是一个虚圆。

12.3 阿氏圆

圆的第二定义

♡

已知平面上两点 A,B，则所有满足

|PA|
|PB|

= λ, λ 6= 1

的 P 的轨迹是一个以定比 λ 内分和外分定线段 AB 的两个分点的连线为直径的

圆，这个轨迹最早由阿波罗尼斯发现，因此称为阿波罗尼斯圆或阿氏圆。
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证明：设点 P (x, y), A(x1, y1), B(x2, y2)，由定义知有√
(x− x1)

2
+ (y − y1)

2
= λ

√
(x− x2)

2
+ (y − y2)

2

x2 + x21 − 2xx1 + y2 + y21 − 2yy1 = λ2(x2 + x22 − 2xx2 + y2 + y22 − 2yy2)

x21 − λ2x22 + y21 − λ2y22 = (λ2 − 1)(x2 + y2) + 2(x1 − λ2x2)x+ 2(y1 − λ2y2)y

令

D =
2(x1 − λ2x2)

λ2 − 1

E =
2(y1 − λ2y2)

λ2 − 1

F =
λ2(x22 + y22)− (x21 + y21)

λ2 − 1

则式子可化为：

x2 + y2 +Dx+ Ey + F = 0

易知 P 的轨迹是圆心为 (
(x1 − λ2x2)

1− λ2
,
2(y1 − λ2y2)

1− λ2

)
半径为

r =
λ

√
(x1 − x2)

2
+ (y1 − y2)

2

|λ2 − 1|
1

的圆。

现在我们用几何直观的来分析，因为关于 AB 对称的两点 P, P ′ 有

|PA|
|PB|

= λ,
|P ′A|
|P ′B|

= λ

圆 O 关于 AB 对称，因此圆心 O 在 AB 这条直线上，圆 O 与直线 AB 交于两点 C,D，

易知 |CD| 即为直径，且 C,D 都满足

|CA|
|CB|

=
|DA|
|DB|

= λ

因此我们知道 C,D 一个是 AB 的内分点，另一个是外分点，不妨设 C 为内分点 D 为外

分点；如图：
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A B

P

C
D

O

图 55: 阿氏圆

对于 P 不在直线 AB 上时，因为有：

|CA|
|CB|

=
|DA|
|DB|

=
|PA|
|PB|

= λ

因此根据角平分线定理有：

∠APC = ∠CPB, π − ∠APB = 2∠APD

可以知道

∠DPC = ∠DPA+ ∠APC =
π

2

即证对于 P 不在直线 AB 上时，它的轨迹是一个圆，且直径为 |CD|。
注意到任意

a

b
=
c

d
, b 6= d

都有
a

b
=
c

d
=
a+ c

b+ d
=
a− c

b− d

可以用相似或代数理解上式，因此有

|CA|+ |DA|
|CB|+ |DB|

=
|CA| − |DA|
|CB| − |DB|

2r

2|OB|
=

−2|OA|
−2r

|OP |
|OB|

=
|OA|
|OP |

又 ∠POA = ∠BOA，因此 4POA ∼ 4BOA。
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并且它们的比值为 λ，即
r

|OB|
=

|OA|
r

= λ

注意到 |AB| = ||OB| − |OA||，联立即可得到

r =
λ|AB|
|λ2 − 1|

这与我们用代数推导出来的 1 式结果一样，综上：
r = λ|AB|

|λ2−1|

|OA| = λr = λ2|AB|
|λ2−1|

|OB| = r
λ
= |AB|

|λ2−1|

12.4 位置关系

12.4.1 直线与圆的位置关系

直线与圆的位置关系分为：相离，相切，相交。

可以通过圆心与直线的距离 d，和圆的半径 r 来判断他们的位置关系。
r < d 相离

r = d 相切

r < d 相交

也可以通过联立它们两的方程，消去一个未知数，得到一个一元二次方程，判断它的零点

个数，它的零点个数就表示直线与圆的交点个数。

当圆与直线相交，交点 A,B，弦长为 |AB| = 2
√
r2 − d2。也是用勾股定理推的。

12.4.2 圆与圆的位置关系

圆与圆关系分为：外离，相切，相交，内切，内含。

主要是通过两个圆的半径与两圆心距离 d 的关系来判断的

d > r1 + r2 外离

d = r1 + r2 外切

|r1 − r2| < d < r1 + r2 相交

d = |r1 − r2| 内切

d < |r1 − r2| 内含
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可以配合图像理解

·
O2

·
O3

·
O1

图 56: 圆与圆的位置关系

如图，O1, O2, O3 共线，圆 C1, C2, C3, C4 的半径分别为 2、1、2.5、1，圆心分别为
O1, O1, O2, O3，其中 C1, C2 是同心圆，位置关系为内含，C1, C3 相交，C1, C4 外切，C2, C3

内切，C2, C4 外离。

两圆相交时，公共弦所在的直线的方程可以用两圆的方程作差获得。
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13 圆锥曲线

计算大、变化丰富、难度仅次于导数，经常是高考的热点压轴。对于圆锥曲线，虽然

是解析几何的内容，但要理解其几何的本质，不能一味的用代数的思想来爆算，多用数形

结合的视角看待问题。

13.1 椭圆

13.1.1 第一定义

椭圆

♡

第一定义：平面内到两个定点 F1, F2 的距离的和等于常数 (大于 |F1F2|) 的点
的轨迹叫做椭圆。

这两个定点叫做椭圆的焦点，|F1F2| = 2c 叫做焦距，其中 c 叫做半焦距。

若点 M 在这个椭圆上，则满足 |MF1|+ |MF2| = 2a(2a > |F1F2|)。

在高中，我们经常研究以下两种椭圆，它们的焦点都在坐标轴上，且关于原点对称。

椭圆的标准方程 (1)：对于焦点在 x轴上，分
别是 F1(−c, 0), F2(c, 0) 的椭圆，在椭圆上的
点的轨迹方程是

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a > b > 0)

其中 a2 = b2 + c2。

y

xOA1 A2
·
F1

·
F2

图 57: 交点在 x 轴上的椭圆

证明：设 M(x, y) 在椭圆 C 上，C 的焦点分别为 F1(−c, 0), F2(c, 0)，根据定义有

|MF1|+ |MF2| = 2a
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因此，可以写出：√
(x+ c)

2
+ y2 +

√
(x− c)

2
+ y2 = 2a

(x+ c)
2
+ y2 = 4a2 + (x− c)

2
+ y2 − 4a

√
(x− c)

2
+ y2

4xc− 4a2 = −4a

√
(x− c)

2
+ y2

x2c2 + a4 − 2a2xc = a2(x− c)
2
+ a2y2

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2)

x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1

若令 a2 − c2 = b2，即可得到椭圆的标准方程，显然有 a2 > b2 即 a > b。

□
a, b的几何意义：a是椭圆的半长轴，b是椭圆的半短轴，通过图像，这一性质是显然的。

椭圆的标准方程 (1)：对于焦点在 y 轴上，分
别是 F1(0, c), F2(0,−c) 的椭圆，在椭圆上的
点的轨迹方程是

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a > b > 0)

其中 a2 = b2 + c2（这保证了 a, b 的几何意
义）。
与证明焦点在 x 轴上的椭圆标准方程类似的
步骤，可以证明在 y 轴上的情况，这里不再
赘述。

y

xO

·F1

·F2

图 58: 交点在 y 轴上的椭圆
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13.1.2 第二定义

椭圆

♡

第二定义：到一定点 F1 的距离与到一定直线 l 的距离之比为定值（小于 1）的
点所形成的轨迹称为椭圆，该定直线 l 称为准线。

由第一定义，不难知道√
(x+ c)

2
+ y2 +

√
(x− c)

2
+ y2 = 2a 1

写出它的共轭根式 √
(x+ c)

2
+ y2 −

√
(x− c)

2
+ y2 = K 2

注意到 1 × 2

(x+ c)
2
+ y2 − (x− c)

2 − y2 = 2aK

K =
2xc

a

再将两式相加 1 + 2 √
(x+ c)

2
+ y2 = a+

xc

a

注意到左边是非负的，且它的几何意义是点 (x, y) 到焦点 F (−c, 0) 的距离，而右边也应
是非负的，即 √

(x+ c)
2
+ y2 =

c

a

∣∣∣∣a2c + x

∣∣∣∣√
(x+ c)

2
+ y2∣∣a2

c
+ x
∣∣ =

c

a

这里，|a2

c
+ x| 可以看作点 (x, y) 到直线 l : x = −a2

c
的距离，综上我们证明了第二定义，

其中 F1 为左焦点，l 称为左准线，类似的有右焦点以及右准线，可证明：√
(x− c)

2
+ y2∣∣x− a2

c

∣∣ =
c

a

到定点 F1 的距离与到一定直线 l 的距离之比的这个定值为 c
a
，这个定值称为离心率，用
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e 表示，有

e =
c

a
=

√
c2

a2
=

√
a2 − b2

a2
=

√
1− b2

a2

可以看出 e ∈ (0, 1), c2 = a2 − b2，当椭圆的离心率越接近 1 时，椭圆越“扁”。
椭圆简单的几何性质是明显的，有两个对称轴，它们相交于椭圆的对称中心，对于焦

点在 x 轴上的椭圆，上顶点 (0, b)、下顶点 (0,−b)、左顶点 (−a, 0)、右顶点 (a, 0)，通过

顶点可以得到 x, y 的取值范围。

由第二定义，可以直观的得出，若点 A(x0, y0) 在椭圆
x2

a2 + y2

b2
= 1 上，焦点为

F1(−c, 0), F2(c, 0) 则它到两焦点的距离为：

|AF1| = a+ ex0

|AF2| = a− ex0

显然 |AF1|+ |AF2| = 2a 是符合第一定义的。

13.1.3 第三定义

椭圆

♡

第三定义：动点 P 到两定点 A,B 的斜率的乘积为定值（大于 −1 且小于 0），

则动点轨迹为椭圆a。

kAP · kBP = − b2

a2
= e2 − 1

a这里讨论焦点在 x 轴上的情况。

推论

♢

第三定义的推论：椭圆上关于椭圆中心对称的两点（设为 A,B）与异于这两点

且在椭圆上的点（设为 P）的斜率的乘积为定值，即

kAP · kBP = − b2

a2

证明：
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由题设 A(x0, y0), B(−x0,−y0), P (x1, y1)，椭圆 C : x2

a2 + y2

b2
= 1。

∵ A,P 在椭圆 C 上

∴
{

x2
0

a2 + y2
0

b2
= 1

x2
1

a2 + y2
1

b2
= 1

两式相减得到：

x20 − x21
a2

+
y20 − y21
b2

= 0

(y0 − y1)(y0 + y1)

b2
= −(x0 − x1)(x0 + x1)

a2

y0 − y1
x0 − x1

· y0 + y1
x0 + x1

= − b2

a2

注意到 kAP = y0−y1

x0−x1
, kBP = y1+y0

x1+x0
，带入方程

kAP · kBP = − b2

a2

□
在考试中，如果在大题用到椭圆的第三定义及其推论，需要对其进行证明，显然第三

定义是此推论的特殊情况，即证第三定义。

推论

♢

焦点在 x 轴上的椭圆 C 上，任意取互异两点 P,Q，它们的中点为 M，原点为

O，都有

kOM · kPQ = − b2

a2

通过几何直观来证明。

证明：取 Q 关于原点对称的点 Q′，由第三定义的推论可知

kPQ · kPQ′ = − b2

a2

由于 O 是线段 QQ′ 的中点、M 是线段 PQ 的中点，所以在 4PQQ′ 中，OM 是一条中

位线，即 kOM · kPQ′

kPQ · kOM = − b2

a2

□
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M

图 59: 椭圆中点弦

通过代数来证明：设 Q(x1, y1), Q
′(−x1,−y1), P (x2, y2)，椭圆 C : x2

a2 + y2

b2
= 1。

∵ Q,P 在椭圆 C 上

∴
{

x2
1

a2 + y2
1

b2
= 1

x2
2

a2 + y2
2

b2
= 1

两式相减得到：

x21 − x22
a2

+
y21 − y22
b2

= 0

(y1 − y2)(y1 + y2)

b2
= −(x1 − x2)(x1 + x2)

a2

y1 − y2
x1 − x2

· y2 + y1
x1 + x2

= − b2

a2

注意到 kPQ = y1−y2

x1−x2
, kOM = y2+y1

x1+x2
，即证

kPQ · kOM = − b2

a2

□
这个证明方法和证明第三定义推论的过程如出一辙，这个方法称为点差法。

如图，垂直于椭圆长轴的焦点弦叫做椭圆的通径，即图中 |PQ|，通过椭圆的第二定
义可以较快求得通径的长度：
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y

x

P

Q

OF1

x = a2

c

图 60: 椭圆通径

|PQ| = |PF1|+ |QF1|

= 2a+ 2ex0

= 2
a2 − c2

a

= 2
b2

a

当然，通过解三角形以及第一定义，可以得到同样的结论。

13.1.4 椭圆与直线的关系

研究圆锥曲线与直线的关系，通常是将它们联立，通过联立后的一元二次方程来研究

它们间的关系； {
C : x2

a2 + y2

b2
= 1, a > b > 0

l : y = kx+m

联立可得

(a2k2 + b2)x2 + 2kma2x+ a2m2 − a2b2 = 0

这时可以得到判别式

∆ = 4k2m2a4 − 4(a2m2 − a2b2)(a2k2 + b2)

= 4a2b2(b2 + a2k2 −m2)
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注意到 4a2b2 > 0，因此只需判断 b2 + a2k2 −m2 的大小即可判直线与椭圆的交点个数，

因此可以得到下表：

判别式 位置关系 交点数
b2 + a2k2 −m2 > 0 相交 2
b2 + a2k2 −m2 = 0 相切 1
b2 + a2k2 −m2 < 0 相离 0

表 1: 直线与椭圆的关系

在求离心率的问题中，常常会用到齐次式，以下是一些经常用到的齐次思路：

焦点三角形背景下求离心率：

e =
c

a
=

2c

2a
=

|F1F2|
|PF1|+ |PF2|

=
sin∠F1PF2

sin∠PF1F2 + sin∠PF2F1

13.1.5 椭圆的焦点三角形

13.2 双曲线

13.2.1 第一定义

双曲线

♡

第一定义：把平面内两个定点 F1, F2 的距离之差的绝对值为非零常数 (小于
|F1F2|) 的点的轨迹叫做双曲线。
设这个动点为 P，有

||PF1| − |PF2|| = 2a, 2a < |F1F2|

这两个定点叫做双曲线的焦点，焦点间的距离叫做双曲线的焦距（|F1F2| = 2c），故

在双曲线中 c > a。

在高中，主要研究以下两种双曲线，它们的焦点都在坐标轴上，且关于原点对称。

双曲线的标准方程 (1)：

x2

a2
− y2

b2
= 1(a > 0, b > 0)

它表示焦点在 x 轴上，分别是 F1(−c, 0), F2(c, 0) 的双曲线，这里 c2 = a2 + b2。

证明：设 F1(−c, 0), F2(c, 0), P (x, y)，P 在双曲线 C 上，根据定义有



13 圆锥曲线 137

x

y

O F2

P

F1

图 61: 双曲线

∣∣∣∣√(x+ c)
2
+ y2 −

√
(x− c)

2
+ y2

∣∣∣∣ = 2a

去掉绝对值后，右边可能为 2a 或 −2a，我们先讨论右边为 2a 的情况，即√
(x+ c)

2
+ y2 −

√
(x− c)

2
+ y2 = 2a 1

它的共轭根式为 √
(x+ c)

2
+ y2 +

√
(x− c)

2
+ y2 = K 2

易知 1 × 2 为

(x+ c)
2
+ y2 − (x− c)

2 − y2 = 2aK

4xc = 2aK

K = 2
xc

a
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又 1 + 2 √
(x+ c)

2
+ y2 = a+

xc

a
3

x2 + c2 + 2xc+ y2 = a2 +
x2c2

a2
+ 2xc

x2
a2 − c2

a2
+ y2 = a2 − c2

x2

a2
− y2

c2 − a2
= 1

若令 b2 = c2 − a2，即得
x2

a2
− y2

b2
= 1(a > 0, b > 0)

□
对于去绝对值后右边为 −2a 的情况，最后得到的结果一样，故不证明。

双曲线的标准方程 (2)：

y2

a2
− x2

b2
= 1(a > 0, b > 0)

它表示焦点在 y 轴上，焦点分别是 F1(0,−c), F2(0, c) 的双曲线，这里 c2 = a2 + b2。证明

过程仿照上例。

13.2.2 第二定义

双曲线

♡

第二定义：到一定点 F1 的距离与到一定直线 l1 的距离之比为定值（大于 1）
的点所形成的轨迹称为双曲线，该定直线 l 称为准线。

在证明双曲线的标准方程 (1) 时，注意到 3 式的几何意义，即√
(x+ c)

2
+ y2∣∣x+ a2

c

∣∣ =
c

a

同样有 √
(x− c)

2
+ y2∣∣x− a2

c

∣∣ =
c

a

即证第二定义。以上两个式子说明了，双曲线与椭圆一样，两个焦点分别有两个准线。
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同样的，定义比值 c
a
为离心率，用 e 表示，因为 c > a，能推出 e ∈ (1,+∞)。

由第二定义，可以直观的得出，若点 P (x0, y0) 在双曲线 C : x2

a2 − y2

b2
= 1 上，C 的左

右焦点分别为 F1(−c, 0), F2(c, 0)，若点 P 在双曲线 C 的右支，有

|F1P | = x0e+ a

|F2P | = x0e− a

若点 P 在双曲线 C 的左支，有

|F1P | = −x0e− a

|F2P | = a− x0e

显然，能验证 ||F1P | − |F2P || = 2a。

双曲线的通径：垂直于实轴的焦点弦叫做双曲线的通径，通过第二定义能快速求得通

径长度，设通径交双曲线于 P,Q 两点，有：

|PQ| = |PF1|+ |QF1|

= 2ec− 2a

= 2
b2

a

关于 a, b 的几何意义，a 被称为双曲线的实半轴长，即是双曲线与坐标轴相交点与圆

心的距离。b 被称为虚半轴长。

双曲线的渐近线：双曲线无限延伸，逐渐接近的一条直线。

双曲线 C : x2

a2 − y2

b2
= 1，的渐近线有两条，即

y = ± b

a
x

证明：下面的证明只证明其中一种，其余情况同理可证；设双曲线的渐近线为 y = mx+n，

将双曲线显化得到

f(x) = y =
b

a

√
x2 − a2

显然有

lim
x→∞

f(x)

x
=
b

a
lim
x→∞

√
x2 − a2

x
=
b

a
= m
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另一面，有

n = lim
x→∞

[f(x)−mx]

= lim
x→∞

[
b

a

√
x2 − a2 − b

a
x]

=
b

a
lim
x→∞

−a2√
x2 − a2 + x2

= 0

即证，双曲线的一条渐近线为

y =
b

a
x

□
双曲线的两个渐近线分别为：

y =
b

a
x, y = − b

a
x

可以写成

y

b
− x

a
= 0 1

y

b
+
x

a
= 0 2

若两式相乘，即 1 × 2 ，得到
y2

b2
− x2

a2
= 0

可以看出，双曲线的两条渐近线就是上式的两个分解，观察可知，上式与双曲线的标准方

程相似，只是右边的 1 变成 0；所以可以用上面这个式子推导双曲线的渐近线方程。

13.2.3 第三定义

双曲线

♡

第三定义：平面内动点到两定点 A1(−a, 0), A2(a, 0) 的斜率乘积为定值（大于

0），则动点轨迹为双曲线a。

kA1P · kA2P =
b2

a2
= e2 − 1

a焦点在 x 轴的情况
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推论

♢

第三定义的推论：双曲线上关于原点中心对称的两点（设为 A,B）与异于这两

点且在双曲线上的点（设为 P）的斜率的乘积为定值，即

kAP · kBP = − b2

a2

证明（点差法）：由题设 A(x0, y0), B(−x0,−y0), P (x1, y1)，双曲线 C : x2

a2 − y2

b2
= 1。

∵ A,P 在双曲线 C 上

∴
{

x2
0

a2 − y2
0

b2
= 1

x2
1

a2 − y2
1

b2
= 1

两式相减得到：

x20 − x21
a2

+
y21 − y20
b2

= 0

(y1 − y0)(y1 + y0)

b2
= −(x0 − x1)(x0 + x1)

a2

y1 − y0
x1 − x0

· y1 + y0
x1 + x0

=
b2

a2

注意到 kAP = y1−y0

x1−x0
, kBP = y1+y0

x1+x0
，带入方程

kAP · kBP =
b2

a2

□
显然第三定义是推论的特殊情况，因此可以证明第三定义。

推论

♢

焦点在 x 轴上的双曲线 C，任意取两点 P,Q，P,Q 中点为 M，原点为 O，有

kPQ · kOM =
b2

a2

有第三定义推论结合三角形中位线的知识，这个推论是显然的，证明过程与椭圆中点

弦推论证明类似，故不再次证明。

下面介绍一些特殊的双曲线

等轴双曲线：实轴和虚轴等长的双曲线叫做等轴双曲线，即 a = b，标准方程为：
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Q

Q′
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M

图 62: 双曲线中点弦

x2 − y2 = a2 或者 y2 − x2 = a2，可以推出 e =
√
2，渐近线为 y = ±x。

共轭双曲线：设双曲线 C : x2

a2 − y2

b2
= 1，则它的共轭双曲线为

C ′ :
y2

a2
− x2

b2
= 1

易知，它们有共同的渐近线。

13.2.4 双曲线与直线的关系

与研究椭圆一样联立直线与双曲线的方程：{
C : x2

a2 − y2

b2
= 1, a, b > 0

l : y = kx+m

可以得到

x2

a2
− (kx+m)

2

b2
= 1

(b2 − a2k2)x2 − 2kma2x− a2m2 − a2b2 = 0 1

注意到二次项系数 b2 − a2k2 有可能为 0，因此我们分类讨论
当 b2 − a2k2 = 0 时， 1 为一个一次函数，可以根据一次项系数判断直线与双曲线的

关系。

1. 当一次项系数 −2kma2 = 0 时，直线与双曲线无交点；
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2. 当一次项系数 −2kma2 6= 0 时，直线与双曲线有且仅有一个交点。

实际上 k, a 6= 0，因此只需判断 m 即可，即 m = 0 时，直线与双曲线无交点；m 6= 0 时

有一个交点。

注意到 b2 − a2k2 = 0 时，直线斜率 k 与双曲线的一条渐近线斜率相同，当 m = 0 时

l : y = ±a
b
x

就是其中一条渐近线，显然无交点。

当 b2 − a2k2 6= 0 时，我们可以得到 1 的判别式为

∆ = 4a2b2(m2 + b2 − a2k2)

注意到 4a2b2 恒大于 0，因此只需判断 m2 + b2 − a2k2 即可，这里与椭圆的判断过程一样，

不在赘述；直接给出下边表：

斜率 判别式 位置关系 交点数

k2 = b2

a2

m 6= 0 相交 1
m = 0 渐近线 0

k2 6= b2

a2

m2 + b2 − a2k2 > 0 相交 2
m2 + b2 − a2k2 = 0 相切 1
m2 + b2 − a2k2 < 0 相离 0

表 2: 直线与双曲线的关系

13.3 抛物线

抛物线

♡

第一定义：把平面内与一个定点 F 和一个条定直线 l (l 不经过点 F ) 距离相
等的点的轨迹叫做抛物线，点 F 叫做抛物线的焦点，直线 l 叫做抛物线的准线。

当抛物线焦点在 x 轴上，准线垂直于 x 轴时，其标准方程：

y2 = 2px(p > 0), 焦点 F (p
2
, 0), 准线方程x = −p

2

y2 = −2px(p > 0), 焦点 F (−p
2
, 0), 准线方程x =

p

2
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当抛物线焦点在 y 轴上，准线垂直于 y 轴时，其标准方程：

x2 = 2px(p > 0), 焦点 F (0, p
2
), 准线方程x = −p

2

x2 = −2px(p > 0), 焦点 F (0,−p
2
), 准线方程x =

p

2

其中 p 被称为焦准距。

对于抛物线开口方向判断，简单来说只要记得我们最熟悉的 y = x2 开口向上，y =

−x2 开口向下，它们的反函数与它们的函数图像关于 y = x 对称，就可以判断其他抛物

线开口方向了。

13.3.1 抛物线焦点弦

过抛物线焦点的直线交抛物线于 A,B 两点，这时线段 AB 被称为焦点弦。

如图，AB 为抛物线的焦点弦，分别过 A,B 作垂直于 y 轴的直线，分别交抛物线的

准线为 A′, B′，设 A(xa, ya), B(xb, yb)。

x

y

B

A
A′

α

D
E
F

P
C

O

图 63: 抛物线角版

x

y

B′
B

A
A′

O
C

F

图 64: 抛物线焦点弦

关于焦点弦 AB 有如下性质：

1. |AB| = xa + xb + p；

2. ∠A′FB′ = 90◦；

3. |A′C| · |B′C| = p2；

4. ∠ACF = ∠BCF

对于性质 1：
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引理

♣
抛物线 C : y2 = 2px, p > 0 上一点 P (x0, y0) 到焦点 F 的距离为 x0 +

p
2
。

证明：由抛物线的性质可知 P 到 F 的距离等于 P 到准线 l 的距离，显然 P 到 l 的

距离为 x0 +
p
2
。

□
由引理可以直接得到性质 1。
推论

♢

抛物线 C : y2 = 2px, p > 0 上，对于焦点弦 AB 其中 A(xa, ya), B(xb, yb) 有：

|AB| = xa + xb + p

证明：由引理可知 |AF | = xa +
p
2
, |BF | = xb +

p
2
，因此

|AB| = |AF |+ |BF | = xa + xb + p

□
对于性质 2，设 ∠A′AF = α，由抛物线定义可知

|AF | = |AA′|, |BF | = |BB′|

即

∠AFA′ =
π − α

2

∠BFB′ =
π − (π − α)

2
=
α

2

因此

∠A′FB′ = π − ∠AFA′ − ∠BFB′

=
2π − π − α+ α

2
=
π

2

□
对于性质 3，在 4A′FB′ 中，由性质 2∠A′FB′ = ∠A′CF = π

2
，根据射影定理（三
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角形相似）可知

|A′C|
|CF |

=
|CF |
|B′C|

|A′C| · |B′C| = |CF |2 = p2

□
对于性质 4，由于 AA′//BB′//CF，可知，若要证 ∠ACF = ∠BCF，即证 ∠CAA′ =

∠CBB′，又因 ∠CA′A = ∠CB′B = π
2
，所以只需证

4AA′C ∼ 4BB′C

即证明
|A′C|
|AA′|

=
|B′C|
|BB′|

由抛物线的定义可知 |AA′| = |AF |, |BB′| = |BF |，通过平行线的性质可知

|A′C|
|AF |

=
|B′C|
|BF |

显然成立，因此 ∠ACF = ∠BCF。
□

在抛物线角版的图中令 ∠AFO = α，通过研究 α 得出有关焦点弦结论：

1. |AF | = p
1+cos α , |BF | =

p
1−cos α；

2. |AB| = 2p
sin2 α

；

3. S△AOB = p2

2 sin α
。

在这里我还是说一下，性质不是最重要的，理解推导过程会更重要一点，通过理解证明加

深对性质本身的理解。

对于性质 1，不难看出在 4AFD 中有：

cos(π − α) =
|FD|
|AF |

− cosα =
|AA′| − p

|AF |

|AF |+ |AF | cosα = p

|AF | = p

1 + cosα
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类似的可以证明 |BF | = p
1−cos α

□
对于性质 2，由性质 1 可得

|AB| = |AF |+ |BF |

=
p

1 + cosα +
p

1− cosα

=
p(1− cosα+ 1 + cosα)

1− cos2 α

=
2p

sin2 α

□
对于性质 3，作 OE 垂直 AB 垂足为 E，显然 OE 就是 4OAB 边 AB 的高，因此

S△OAB =
1

2
|AB| · |OE|

=
1

2
|AB| · sinα|OF |

结合性质 2，得到

S△OAB =
1

2
· 2p

sin2 α
· p sinα

2

=
p2

2 sinα

□
与椭圆、双曲线一样，抛物线也有通径，平行于准线的焦点弦叫做抛物线的通径，由

焦点弦的知识可以快速求得通径大小，设抛物线 C : y2 = 2px 的通径为 PQ，交 C 于

P,Q，则

|PQ| = |PF |+ |QF |

= 2x0 + p = 2p
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13.3.2 阿基米德三角形

定义

♡

过圆锥曲线上任意两点 A,B 作切线，两切线交于点 P，4PAB 称为阿基米
德三角形，当 AB 过圆锥曲线焦点时，称为阿基米德焦点三角形，称 ∠P 为顶角，
AB 为底边。

在高考中主要研究抛物线上的阿基米德三角形的性质。

设抛物线 C : y2 = 2px, p > 0，焦点为 F，抛物线上两点 A,B，过这两点作抛物线的

切线，两切线交于一点 P，A,B 的中点为 M，P,M 中点为 N，有如下性质：

1. MP 垂直于准线，或着说 MP 平行于轴。

2. 设 |AB| = a，则 4PAB 面积最大值为 a3

8p
。

3. ∠PFA = ∠PFB。

4. |AF | · |BF | = |PF |2。

5. PM 的中点 Q 在抛物线上，且过 Q 作抛物线的切线 l，有 l// lAB。

x

y
A

B

P
N

M

S

T

F

A′

B′

图 65: 抛物线阿基米德三角形

证明以上性质：
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引理

♣

抛物线 C : y2 = 2px, p > 0，其中 A(x1, y1), B(x2, y2) 在抛物线 C 上，过 A,B

作抛物线的切线，两切线交于点 P (x0, y0)，则有：{
x0 = y1y2

2p

y0 = y1+y2

2

证明：对 y2 = 2px 两边微分，易知：

dy
dx =

p

y

则过 A,B 的两切线 l1, l2 方程分别为

l1 : y − y1 =
p

y1
(x− x1)

l2 : y − y2 =
p

y2
(x− x2)

由于 A,B 都在 C 上，则考虑用 yi 代替 xi, i = 1, 2，即

A

(
y21
2p
, y1

)
, B

(
y22
2p
, y2

)
联立两个直线方程，即得交点 P 的坐标

p

y1
(x0 − x1) + y1 =

p

y2
(x0 − x2) + y2

px0
y1

+
y1
2

=
px0
y2

+
y2
2

2px0(y2 − y1) = y1y2(y2 − y1)

x0 =
y1y2
2p

再将 x0 带入 l1 中即可得：

y0 − y1 =
p

y1

(
y1(y2 − y1)

2p

)
y0 =

y1 + y2
2

□
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对于性质 1，A,B 的中点 M 坐标为

M

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
通过引理即有

−−→
MP =

(
y1y2 − p(x1 + x2)

2p
, 0

)
易知

−−→
MP 与准线垂直，即准线的方向向量 −→v = (0, 1)，显然：

−−→
MP · −→v = 0

□
对于性质 2，设 |AB| = a，直线 AB 的方程为 x = my + n，点 P 到直线 AB 的距

离为 d，易知：

d ⩾ |PM | = |
−−→
PM |

=

∣∣∣∣y1y2 − p(x1 + x2)

2p

∣∣∣∣
=

(y1 − y2)
2

4p

联立抛物线与直线 AB 的方程可以将 a 表示出来：

a =

√
(1 +m2)(y1 − y2)

2

a2 = (1 +m2)(y1 − y2)
2

注意到 1 +m2 是恒大于等于 1 的，因此

a2

4p
⩾ (y1 − y2)

2

4p
= d

最后根据 S△PAB = 1
2
|AB|d 可以得到

S△PAB ⩽ a

2
· a

2

4p
=
a3

8p

当且仅当 m = 0 时取得最大值。

□
对于性质 3，作 AA′ ⊥ l 垂足为 A′，l 为准线，作 BB′ ⊥ l 垂足为 B′，连接
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A′P,AA′, PB,BB′，容易得到：

kA′F = −y1
p

不难得出：

kA′F · kPA = −y1
p

· p
y1

= −1

即 A′F ⊥ PA，再据 |AA′| = |AF |，设 PA 与 A′F 相交于 Q，|QA| = |QA|，则有

4QAA′ ∼ 4QAF

可得 ∠A′AP = ∠FAP，因此
4PAA′ ∼= 4PAF

有 |PA′| = |PF |,∠PA′A = ∠PFA，同理可证 |PB′| = |PF |,∠PB′B = ∠PFB。因为
|PA′| = |PB′|，所以 ∠PA′B′ = ∠PB′A′，则：

∠PA′B′ + π = ∠PB′A′ + π

∠PA′A = ∠PB′B

∠PFA = ∠PFB

□
对于性质 4，一方面

|AF | · |BF | = (x1 +
p

2
)(x2 +

p

2
)

= x1x2 +
p

2
(x1 + x2) +

p2

4

=
y21y

2
2

4p2
+
y21 + y22 + p2

4

另一方面

|PF |2 = (y1y2 − p2)
2

4p2
+

(y1 + y2)
2

4

=
y21y

2
2

4p2
+
y21 + y22 + p2

4

即证

|AF | · |BF | = |PF |2
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□
对于性质 5，由于 N(xN , yN ) 是 P,M 的中点，易知

xN =
xP + xM

2

=
y1y2
2p

+
x1 + x2

2

=
(y1 + y2)

2

4p

可得 {
xN = (y1+y2)

2

8p

yN = y1+y2

2

显然 N 在抛物线上，因为有：

2pxN = yN

且过 N 作抛物线 C 的切线 l′，斜率为 k′，有

k′ =
p

yN
=

2p

y1 + y2

直线 AB 的斜率 kAB 为

kAB =
y1 − y2
x1 − x2

=
2p

y1 + y2

□
特别的，若直线 AB 过焦点 F，即阿基米德焦点三角形，除了以上的性质外还有一

些特殊的性质：

1. ∠PFA = ∠PFB = π
2
。

2. |AF | · |BF | = |PF |2。

这两条性质的证明是显然的，当 F 在直线 AB 上时，P 在准线上，这一点我会在曲线轨

迹那一节中给出推导，可以证明 ∠APB 为直角，性质 2 也就可以看成直角三角形中的射
影定理（相似）。

13.3.3 抛物线与直线的关系

与研究椭圆、双曲线一样，我们联立圆锥曲线和直线的方程{
C : y2 = 2px, p > 0

l : y = kx+m
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可得：

(kx+m)
2
= 2px

k2x2 + (2km− 2p)x+m2 = 0

与双曲线一样，需要讨论二次项系数为零的情况；

当 k2 = 0，显然这时直线平行于 x 轴，于抛物线有且只有一个交点；

当 k2 6= 0，可以得到二次方程的判别式：

∆ = (2km− 2p)
2 − 4k2m2

= 4p(p− 2km)

注意到 4p > 0，因此只需判断 p− 2km 即可；可得下表：

斜率 判别式 位置关系 交点数
k = 0 − 相交 1

k 6= 0
p− 2km > 0 相交 2
p− 2km = 0 相切 1
p− 2km < 0 相离 0

表 3: 直线与抛物线的关系

焦点三角形的面积问题，设 ∠F1PF2 = θ，有：

1. 在椭圆中，S△PF1F2
= b2 tan θ

2
；

2. 在双曲线中，S△PF1F2
= b2

tan θ
2

。

13.4 一些结论

圆锥曲线有一些共同的结论，我汇总放在一起说。

13.4.1 焦点三角形面积

椭圆的焦点三角形面积为 S△PF1F2
= b2 tan θ

2
。

证明：



13 圆锥曲线 154

y

xO
·
F1

·
F2

P

cc

θ

mn

图 66: 焦点三角形

设 PF1 = m,PF2 = n,∠F1PF2 = θ

|F1F2|2 = m2 + n2 − 2mn cos θ

4c2 = (m+ n)
2 − 2mn (cos θ + 1)

2b2 = mn (cos θ + 1)

mn =
2b2

cos θ + 1

由正弦定理可知：

∵ SPF1F2
=

1

2
mn sin θ

∴ SPF1F2
=

1

2
· 2b2

cos θ + 1
· sin θ

=⇒ SPF1F2
= b2 · sin θ

1 + cos θ

=⇒ SPF1F2
= b2 ·

2 sin θ
2

cos θ
2

1 + 2 cos2 θ
2
− 1

=⇒ SPF1F2
= b2

sin θ
2

cos θ
2

=⇒ SPF1F2
= b2 tan θ

2

□
这个推论的证明用到了余弦定理、正弦定理推论、倍角公式，值得去推一推。用类似

的方法可以推出双曲线的焦点三角形面积为 S△PF1F2
= b2

tan θ
2

。
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13.4.2 弦长公式

当直线和圆锥曲线 f(x, y) = 0 相交于 A,B 两点时，求弦长 |AB|。有：

1. 设直线方程为：y = kx+ t，联立后得到：|AB| =
√
1 + k2 · |x1 − x2| =

√
1 + k2 ·

√
∆

|a|

2. 设直线方程为：x = my+n，联立后得到：|AB| =
√
1 +m2 · |y1 − y2| =

√
1 +m2 ·

√
∆

|a|

这个结论并不难证明，在这我仅对直线方程为 y = kx+ t 是作证明。

联立两个方程 {
f(x, y) = 0

y = kx+ t

消去 y 会得到一个一元二次方程

ax2 + bx+ c = 0

由于直线交圆锥曲线于 A,B 两点，因此对于这个一元二次方程一定有两解，不妨设

A(x1, y1), B(x2, y2) 其中 x1, x2 就是这个一元二次方程的两个解，可以列出

|AB| =
√
(x1 − x2)

2
+ (y1 − y2)

2

=

√
(x1 − x2)

2
+ k2(x1 − x2)

2

=
√
1 + k2|x1 − x2|

□
在实际应用中，可以不需要把 x1, x2 解出来，利用韦达定理，可以作如下转换

|x1 − x2| =
√
(x1 + x2)

2 − 4x1x2

=

√
b2

a2
− 4ac

a2

=

√
∆

|a|

13.5 补充


e ∈ (0, 1), 椭圆

e = 1, 抛物线

e ∈ (1,+∞), 双曲线
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13.5.1 曲线轨迹

曲线的轨迹与轨迹方程是两个不同的概念，e.g.：
动点 P 的轨迹为椭圆，其轨迹方程为

x2

52
+
y2

32
= 1

求轨迹主要分为两个方法：直接法与间接法

直接法 定义法、直译法都属于直接法的范畴，通过已知条件，结合所学过的曲线轨迹的

性质，得到动点轨迹；

高中我们已经学过了椭圆、双曲线、抛物线，这些曲线的几何意义，如到两定点距离

之和为常数，或到定点和定直线的距离相等的轨迹；但题目中往往还会联合其他的知识，

例如平面几何的知识、立体几何的知识等等。

e.g. 正方体 ABCD−A′B′C ′D′ 中，P 是侧面 BB′C ′C 内一动点，若 P 到直线 BC

与到直线 C ′D′ 的距离相等，求 P 的轨迹。

由立体几何的知识易知，直线 D′C ′ ⊥ 平面 BB′C ′C，因此 P 到 D′C ′ 的距离即为

|PC ′|；因此动点 P 到定点 C ′ 和到定直线 BC 的距离相等，其轨迹是以 C ′ 为焦点，直

线 BC 为准线的抛物线。

间接法 有些动点轨迹无法直接求出，动点的运动是依靠其他点的运动而运动的，这时通

过确定动点所依靠运动的点的轨迹方程，在通过动点与其依赖点的关系即可转换为动点

轨迹方程。

e.g. O 是滑槽 AB 的中点，短杆 ON 可绕 O 转动，长杆 MN 通过 N 处铰链与 ON

连接，MN 的栓子 D 可沿滑槽 AB 滑动，且 |DN | = |ON | = 1|MN | = 3，当栓子 D 在

AB 作往复运动时，带动 N 绕 O 转动一周（D 不动时，N 也不动），M 处的笔尖画出

的曲线记为 C，以 O 为原点，AB 为 x 轴，建立直角坐标系，求 C 的轨迹方程。

通过题目已知动点 M 依靠 N 运动，而 N 的运动轨迹为圆，且易列：

x2N + y2N = 1 1

由于 |DN | = |ON | 可知点 D 的坐标{
xD = 2xN

yD = 0
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x

y

N

D

M

F1 F2

O

图 67: 轨迹方程间接法

注意到
−−→
DM = 2

−−→
ND，即有{

xM − xD = 2xD − 2xN = 4xN

yM − yD = 2yD − 2yN = −2yN

综上，带入 1 得到
x2M
42

+
y2M
22

= 1

即 C 是焦点为 (−2
√
3, 0), (2

√
3, 0)，长轴为 8 的椭圆，其轨迹方程就是上式。

e.g. 抛物线 C : y2 = 2px, p > 0，A,B 为抛物线上的两点，过 A,B 作抛物线的切

线，两切线交于点 P，若 AB 过抛物线内一定点 C，求 P 的轨迹方程。

记 A(x1, y1), B(x2, y2), C(x0, y0)，易知 4PAB 是阿基米德三角形，因此

P

(
y1y2
2p

,
y1 + y2

2

)
又 A,B,C 三点共线，因此有

y0 − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x0 − x1)

(y0 − y1)(y
2
2 − y21) = (y2 − y1)(2px0 − y21)

y0y2 + y0y1 − y1y2 = 2px0

y0(y1 + y2)− y1y2 = 2px0 1
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当 C(x0, y0) 为定值时，可以通过上式确定 y1 + y2 与 y1y2 的关系；如若把其中一个看为

参数 t，那么即可确定 P 所在直线，特别的，当 C 为抛物线焦点 F 时，有{
x0 = p

2

y0 = 0

带入 1 式可得
y1y2 = −p2

P 的坐标为

P

(
−p
2
,
y1 + y2

2

)
即 P 在准线上。

通过 1 式也可以知道到，如果 P 在定直线上运动，那么 A,B 过定点 C。

13.5.2 定比点差法

前文中，已经在椭圆、双曲线的第三定义以及中点弦的推导里运用了点差法；点差法

主要用于有关中点的问题中，现在我们类比点差法来介绍它“推广”的形式（事实上并不

能说是推广，这一点我会在后面说明），也即定比点差法。

已知两点 A(x1, y1), B(x2, y2) 在二次曲线
x2

a2 ± y2

b2
= 1（椭圆或双曲线上），在直线

AB 上有两点 N(xn, yn),M(xm, ym)，满足

|AN |
|BN |

=
|AM |
|BM |

= λ, λ 6= ±1

不难看出，N,M 是 AB 的内、外分点，分线段定比 λ，不妨设 λ > 0，N 为内分点，M

为外分点；则有：
−−→
AN = λ

−−→
NB,

−−→
AM = −λ

−−→
MB

也即

−−→
ON =

−→
OA+ λ

−−→
OB

λ+ 1

(xn, yn) =

(
x1 + λx2
λ+ 1

,
y1 + λy2
λ+ 1

)
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以及

−−→
OM =

−→
OA− λ

−−→
OB

1− λ

(xm, ym) =

(
x1 − λx2
1− λ

,
y1 − λy2
1− λ

)

由于 A,B 在二次曲线 C : x2

a2 ± y2

b2
= 1 上，带入有

x21
a2

± y21
b2

= 1 1

x22
a2

± y22
b2

= 1

x22λ
2

a2
± y22λ

2

b2
= λ2 2

1 − 2 两式做差得到

x21 − x22λ
2

a2
+

±y21 ∓ y22λ
2

b2
= 1− λ2

(x1 − x2λ)(x1 + x2λ)

a2(1− λ)(1 + λ)
± (y1 − y2λ)(y1 + y2λ)

b2(1− λ)(1 + λ)
= 1

xmxn
a2

± ymyn
b2

= 1

可以看出，当 N,M 任意一个被确定，那么另一点一定在一个定直线上运动。

综上，λ 6= ±1，这意味着 N,M 不能为中点，所以不能算是点差法的推论，但能它在

更广泛的情况下使用，以及与点差法有着相同的思路。

13.6 定点问题

很多过定点问题都可以用“先猜后证”的方法解决，下面展示一般流程：

一，先猜定点，常用方法有：

1. 取特殊直线，两直线交于一点，确定定点。

2. 利用圆锥曲线的对称性，找到两条满足参数条件且“对称”的直线，确定定点。

二，证明直线这个定点

当定点猜出来以后，只需要通过三点共线来证明即可，例如定点为 A，直线上两点为

P,Q（可以表示出来的两点），可以用向量证明：

−→
AP = λ

−→
AQ
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或者用斜率来证明：

kAP = kAQ

此外，还有猜不出定点的情况，这时候转换为恒成立问题来解决：

通过已知条件整理过定点的直线方程，如：

(a1k + b1)x+ (a2k + b2)y + a3k + b3 = 0

其中 ai, bi, i = 1, 2, 3 是已知常数，k 是参数（往往是截距或斜率），将 k 设为主元整理：

(a1x+ a2y + a3)k + b1x+ b2y + b3 = 0

上式是关于 k 的一元一次方程，由于对于任意 k 直线都过定点 (x0, y0)，即将 (x0, y0) 带

入上式对于任意 k 恒成立，所以有：{
a1x0 + a2y0 + a3 = 0

b1x0 + b2y0 + b3 = 0

解这个方程即可得到定点 (x0, y0)，如果不理解为什么这个方程组成立，可以想象一下如

令：

a1x0 + a2y0 + a3 = A

b1x0 + b2y0 + b3 = B

则关于 k 的一元一次方程为 Ak +B = 0，若 A 6= 0, B 6= 0，则该一元一次方程是一个直

线，不能满足对于所有 k 都成立。

常见的定点模型

一、过椭圆 x2

a2 + y2

b2
= 1 上一定点 P (x0, y0) 引两条直线，交椭圆于 A,B 两点；若

kAP · kBP = λ 其中 λ 为定值，且 λ 6= b2

a2 则直线 AB 过定点

(x0 −
2y0
λ
,−y0 −

2b2x0
λa2

)

二、过椭圆 x2

a2 + y2

b2
= 1 上一定点 P (x0, y0) 引两条直线，交椭圆于 A,B 两点；若

kAP + kBP = λ 其中 λ 为定值，且 λ 6= 0 则直线 AB 过定点

(
λa2 + b2

λa2 − b2
x0,−

λa2 + b2

λa2 − b2
y0)
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13.7 定值问题

定值问题往往和其他问题联动，如定点问题，考察的类型主要有：面积、斜率、内积、

面积等；定值问题主要是翻译这些定值的条件，与定点问题不同的是，定值问题往往用一

般方法不好猜出来，而且也不需要去猜，将条件翻译好后用韦达定理解决，这就引出下面

的问题：

13.7.1 非对称韦达定理

当面积、斜率、内积、面积等条件翻译完成以后，有时不能直接使用韦达定理，如设，

联立圆锥曲线与直线方程得等到的一元二次方程的两个根为 x1, x2，使用韦达定理的条件

是翻译后得到的式子中出现 x1x2 或 x1 + x2 的对称式，但如果翻译后的式子没有这种对

称式就无法直接使用韦达定理了；

这种没法直接使用韦达定理的情况被称为“非对称韦达定理”，虽然名字中有定理二

字，但却不是定理，是一种题目类型，以下整理一些解决非对称韦达定理的思路，我用一

道例题总结一些通用方法：

e.g. 已知椭圆 E : x2

4
+ y2 = 1，左右顶点分别为 A,B，过点 P (1, 0) 做直线 l 与椭

圆交于 C,D，设直线 AD,BC 的斜率分别为 k1, k2，证明
k1

k2
为定值。

和积互换 找到对称式 x1x2 与 x1 + x2 的关系，互相转换。

设点 C(x1, y1), D(x2, y2)，易知 A(−2, 0), B(2, 0) 则有：

k1 =
y1

x1 + 2

k2 =
y2

x2 − 2

因此
k1
k2

=
y1(x2 − 2)

y2(x1 + 2)
1

设 l : x = my + 1，则 1 可以表示为

k1
k2

=
my1y2 − y1
my1y2 + 3y2

2

将直线 l 与椭圆 E 的方程联立即可得到

(m2 + 4)y2 + 2my − 3 = 0



13 圆锥曲线 162

通过韦达定理知道

y1 + y2 = − 2m

m2 + 4

y1y2 = − 3

m2 + 4

显然 2 式中只有部分能使用韦达定理消去，无法完全消去 y1, y2，但注意到 y1y2与 y1+y2

的关系：

y1y2 =
3(y1 + y2)

2m

将这个关系式带入 2 中，此步称为和积互换

k1
k2

=
3(y1 + y2)− 2y1
3(y1 + y2) + 6y2

=
y1 + 3y2
3y1 + 9y2

=
1

3

即得定值。

以曲代直 在上一种方法中， 1 → 2 的过程中我们用直线方程消去 x1, x2，而以曲代

直就是用曲线方程转化为对称结构。

延续上例，注意到椭圆 E 的方程

x2

4
+ y2 = 1

y2 = 4− x2

y2 = (2− x)(2 + x)

因此 1 可表示为：

k1
k2

=
y1y1(x2 − 2)

y1y2(x1 + 2)

=
(2− x1)(x2 − 2)

y1y2

=
2(x1 + x2)− x1x2 − 4

y1y2
3

3 对称结构，因此可以用韦达定理。
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硬解定理 硬解定理不过是好听的名字，说白了就是爆算，用求根公式把 y1, y2 表示出来

之后带入 1
延续上例，可得

y1 =
−m+ 2

√
m2 + 3

m2 + 4

y2 =
−m− 2

√
m2 + 3

m2 + 4

带入 2 可得：

k1
k2

=
−3m+m− 2

√
m2 + 3

m2 + 4
· m2 + 4

−3m− 3m− 6
√
m2 + 3

=
−2m− 2

√
m2 + 3

−6m− 6
√
m2 + 3

=
1

3

综上得到定值。

硬解定理虽然是最为通用、适用面最广的方法，但考虑到计算量巨大，时间成本以及

试错成本高，这种方法不推荐在考试中用。

以上为解决非对称韦达定理情况的几个常用的方法，但当我们思考一个问题，“非对

称”的结构与“对称”结构同时出现在一个式子中，例如 2

my1y2 − y1
my1y2 + 3y2

其中对称结构为 my1y2，非对称结构为 −y1, 3y2，它们的比值我们已经知道为 1
3
；实际上

有以下定理：

定理

♠

若 A
B
是 x1, x2 的二元对称式，且 x1, x2 是一元二次方程的两个互异的实根，

且 A+Cx1

B+Dx1
, A+Cx1

B+Dx2
均为定值，则有

A+ Cx1
B +Dx1

=
C

D

以及
A+ Cx1
B +Dx2

= −C
D
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这个“定理”我最早是在作者“申申本质数学与通法”那看到的，我认为这个定理极

大程度化简了计算的过程，像是以上例题，虽然我用三个方法都写出来了，但在更多题目

中，要么是无法直接转换成对称结构，要么是计算量过大，通过此定理可以更深刻的理解

非对称韦达定理。

证明：先证明
A+ Cx1
B +Dx1

=
C

D

由于 x1, x2 是一元二次方程的两根，因此根据求根公式即可写出：

x1 =
−b+

√
∆

2a

x2 =
−b−

√
∆

2a

注意到
√
∆ 为根式，在多项式中不可约，因此若 A+Cx1

B+Dx1
可以约分，那么

√
∆ 的系数比即

为那个定值，即

A+ Cx1
B +Dx1

=
2aA− bC + C

√
∆

2aB − bD +D
√
∆

=
C

D

再来，对于
A+ Cx1
B +Dx2

带入 x1, x2 可得：

A+ Cx1
B +Dx1

=
2aA− bC + C

√
∆

2aB − bD −D
√
∆

= −C
D

□
e.g. 已知

kx1x2 + kx2 + x1 + 1

kx1x2 − kx1 + x2 − 1

为定值，x1, x2 为一元二次方程的两个根，求该定值；

首先找到对称结构，这里配凑一下即得：

kx1x2 + x1 + x2 + 1 + (k − 1)x2
kx1x2 + x1 + x2 − 1− (k + 1)x1
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注意到对称结构为：
kx1x2 + x1 + x2 + 1

kx1x2 + x1 + x2 − 1

这里需要注意的是常数项并不影响对称，读者可以通过将 x1, x2 的位置互换来检查是否

为对称结构（对称式），而非对称结构为：

(k − 1)x2
−(k + 1)x1

根据定理可知，这个定值为：
k − 1

k + 1
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14 数列

数列这一章，研究了有序数组的关系，在高中里主要研究等差和等比数列，其实数列

可以看作是自变量取自然数集的函数，主要考点比较稳定，各种求和考察细心。

14.1 数列的定义

定义

♡

数列是指按正整数编了号的一串数，表示为 {an} 或 {xn}，其中 an 代表第 n

项，an 为通项，a1 通常为称为首项。

按照数列的项分类，可分为有穷数列和无穷数列。

按照数列的项的变化趋势，可分为：

1. 递增数列：从第 2 项起，每一项都大于它的前一项。

2. 递减数列：从第 2 项起，每一项都小于它的前一项。

3. 常数列：各项相等。

4. 摆动数列：无规律。

数列可以看作一个函数：Df = N+, f(n) = an，因此通项公式可以看作函数 f(n) 的解析

式。

下面两个是初学者容易混淆的概念，请注意区分

通项公式：如果数列 {an} 的第 n 项与序号 n 之间关系可以用一个式子表示，则这

个公式叫做该数列的通项公式，通项公式并不一定唯一，也并非所有数列都有通项公式。

通项公式例如：an = n− 1

递推公式：如果已知数列 {an} 的第 1 项 (或前几项)，且从第 2 项 (或某一项) 开始
任意一项 an 与它前一项 an−1 (或前几项) 间关系可以用一个公式表示，那么这个公式就
是递推公式；e.g. an = 2an+1

14.2 等差数列

等差数列

等差数列：从第 2项起，每一项与前一项的差等于同一个数；这个数叫做公差，
用 d 表示。

即：

an − an−1 = d, n ⩾ 2
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若 a, b, c 成等差数列，即有 c = b+ d = a+ 2d，可以推出

c+ a = 2b = 2a+ 2d

称 b 为 a 与 c 的等差中项。

由定义知道等差数列的递推公式，但在通常情况下，通项公式更加有用，因为不需要

知道其前一项，下面给出等差数列的通项公式及其推导：

定理

♠

等差数列 {an} 的首项记为 a1，公差为 d，则有

an = a1 + (n− 1)d

以上为等差数列的通项公式。

证明：（累加法）

由定义：an − an−1 = d, n ⩾ 2，可列出：

an − an−1 + · · ·+ a3 − a2 + a2 − a1 =
n−1∑
k=1

d

注意到相邻两项可以两两消除，得到：

an − a1 = (n− 1)d

an = a1 + (n− 1)d

□
由于 a1, d 是常数，所以 an 可以看作是一个一次函数，但定义域为 N+; 反过来说，

如果一个数列的通项公式是一个一次函数，那么它就是一个等差数列，其中 d 就是这个

一次函数的斜率，当 d 大于 0 时，d > 0 ⇐⇒ {an} 是递增数列，小于 0 时为递减数列，
等于 0 时为常数列。
对于 m < n,m ∈ N+，有

an − am
n−m

= d
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这是显然的；若 m+ n = p+ q (m,n, p, q ∈ N+) 则有：

m− p = q − n

(m− p)d = (q − n)d

am + an = ap + aq

特别的，当 m+ n = 2k (m,n, k ∈ N+) 时，有

am + an = 2ak

这被称为等差中项的一般形式。

下面来介绍及推导等差数列的前 n 项和的公式。

定理

♠

若数列 {an} 是首项为 a1，公差为 d 的等差数列，记它的前 n 项和为 Sn，有：

Sn =
n(a1 + an)

2
1

Sn = na1 +
n(n− 1)

2
d 2

上面两个式子是等价的， 1 就是大家所熟知高斯小学推导出的，而 2 式是在计
算中最常用到的形式；若将 an 的通项公式带入，可证两式等价。

证明：（倒序相加）

由定义可知

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an−1 + an

再将上式倒序写一遍

Sn = an + an−1 + an−2 + · · ·+ a2 + a1

注意到 a1 + an = a2 + an−1 = · · · = ai + an+1−i = 2a1 + (n− 1)d，则两式相加有

2Sn =
n∑

k=1

(ak + an+1−k)

Sn = a1n+
n(n− 1)

2
d

□
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另外，在计算 Sn 时有个小技巧，可证：

Sn = nan+1
2

当 n 为奇数时，可以非常方便的化简 e.g. S7 = 7a4，当 n 为偶数时，式子也成立，不过

a 7
2
看起来比较怪，只需带入通项公式算即可。

当 {an} 为等差数列，Sn 为 {an} 的前 n 项和时，数列 {S(m+1)n −Smn},m ∈ N+，n

为一正常数，则这个数列也成等差数列。即

Sn, S2n − Sn, S3n − S2n, · · ·

为等差数列，且公差为 n2d，其中 d 为 {an} 的公差。
证明：原题即证

S(m+1)n − 2Smn + S(m−1)n = d′

其中 d′ 为一常数；因为 Sn 为 {an} 的前 n 项和，那么立即可写出

d′ = S(m+1)n − 2Smn + S(m−1)n

d′ =
n((m+ 1)(mn+ n− 1)− 2m(mn− 1) + (m− 1)(nm− n− 1))

2
d

d′ =
2n2

2
d

d′ = n2d

由已知，n, d 均为常数，即 d′ 为常数。需要注意的是 m = 0 时也即 S0 并无意义，因此

以上证明不能证

S2n − 2Sn = n2d

不过上式展开可知显然成立。

□
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14.3 等比数列

等比数列

♡

等比数列：从第 2 项起，每一项与前一项的比等于同一个数；这个常数叫做公
比，用 q 表示 (q 6= 0)。

即：
an
an−1

= q, n ⩾ 2

若 a, b, c 成等比数列，即有 c = bq = aq2，由定义：

b

a
=
c

b

可以推出

ac = b2

称 b 为 a 与 c 的等比中项。

定理

♠

记等比数列 {an} 的首项为 a1，公比为 q，则有

an = a1q
n−1

以上为等比数列的通项公式。

证明：（累乘法）有定义，可得：

an
an−1

· an−1

an−2

· · · a3
a2

· a2
a1

=
n−1∏
k=1

q

an
a1

= qn−1

an = a1q
n−1

□
由定理看出，等比数列的通项公式可以近似的看作一个指数函数，易知当 a1 > 0, q > 1

或者 a1 < 0, 0 < q < 1 可推出 {an} 为递增数列;a1 < 0, q > 1 或者 a1 > 0, 0 < q < 1 可

推出 {an} 为递减数列。
若 m+ n = p+ q (m,n, p, q ∈ N+)，则 aman = apaq。
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这一点的证明是显然的，只需带入等比数列的通项公式即证；特别的当 m = n 时

2n = p+ q

a2n = apaq

即 an 是 ap, aq 的等比中项。

定理

♠

等比数列的前 n 项和公式：

Sn =

{
na1 (q = 1)
a1(1−qn)

1−q
= a1−anq

1−q
(q 6= 1)

证明：（错位相减）设 {an} 为等比数列，首项为 a1 公比为 q，记 Sn 为 {an} 的前 n

项和。

易知

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

qSn = a2 + a3 + a4 + · · ·+ an+1

两式相减得

(1− q)Sn = a1 − an+1

Sn =
a1 − an+1

1− q

Sn = a1
1− qn

1− q

上面假设了 q 6= 1，当 q = 1 时，a1 = a2 = · · · = an，亦即数列 {an} 为常数列，显然

Sn =
n∑

k=1

a1 = na1

综合起来就是：

Sn =

{
na1 (q = 1)
a1(1−qn)

1−q
= a1−anq

1−q
(q 6= 1)

□
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与等差数列类似，如果等比数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，那么数列

Sn, S2n − Sn, S3n − S2n, · · ·

也成等比数列，且公比为 qn

证明：即证 {S(m+1)n − Smn} 为等比数列，易知

S(m+1)n − Smn

Smn − S(m−1)n

=
1− q(m+1)n − 1 + qmn

1− qmn − 1 + q(m−1)n

=
qmn − q(m+1)n

q(m−1)n − qmn

=
qmn

q(m−1)n

1− qn

1− qn
= qn

且有

S2n − Sn

Sn

= qn
1− qn

1− qn

= qn

□

14.4 求通项

14.4.1 阶差法

根据数列 {an} 的前 n 项和的定义，有：

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

Sn−1 = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an−1

两式相减得

Sn − Sn−1 = an

如果知道 Sn 的表达式，就可以用这个推论求 an 的通项公式；要注意的是求完以后需验

证一步 S1 = a1。

这种求通项公式的方法是最常见的一种方法，优点在于对于不是等差等比的数列仍

可求通项，因为根据定义推出的，所以也是很多二级结论的根本。
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14.4.2 累加累乘

一、累加求通项

形如 an − an+1 = f(n) 的式子，可以尝试用累加法求通项；原理是：令 Tn 为 f(n)

的前 n 项和，这种题一般来说 Tn 都是比较容易求得的，又有：
a1 − a2 = f(1)

a2 − a3 = f(2)

· · ·
an − an+1 = f(n)

注意到相邻可以相消的部分

Tn = f(1) + f(2) + · · ·+ f(n)

Tn = a1 − an+1

a1 是常数，Tn 通常可求得，则可以得到 an+1 的通项公式，这里在换个元
12，就可得 an

的通项公式了；注意取值范围。

相同的，形如 an − an−1 = f(n) 的式子，也是用累加法求，但格外注意的是取值范

围应是 n ⩾ 2，以及项数、项的关系，这里很容易出错。

二、累乘求通项

形如 an

an−1
= f(n) 的式子，可以尝试累乘求通项；原理和累加差不多，令 Bn 为 f(n)

的前 n 项积（n ⩾ 2），这类题 Bn 一般比较容易求得，有：
a2

a1
= f(2)

a3

a2
= f(3)

· · ·
an

an−1
= f(n)

这里 n ⩾ 2 需注意，再结合 Bn，得到：

Bn = f(2) · f(3) · f(4) · · · f(n)

Bn =
an
a1

an = a1 ·Bn

12如令 n + 1 = m，将 n 代换为 m, 也需格外注意取值。
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14.4.3 同构求通项

同构求通项是比较宽泛的说法，本质上就是一种换元；原理是：通过递推式的形式，

构造一个新的数列 bn 的递推式，一般可以解出 bn 是一个等差或等比数列，再来写出 bn

的通项公式，以此转换为原数列 an 的通项公式。

我把它叫做同构求通项是因为与同构函数的换元思路蛮像的，需要明确目的的执因

索果，倘若只是针对题型训练是不够的，容易出现赛练不一的情况，这是因为在针对训练

种我们知道应该往哪种方向去靠，而考场上思路就乱了。

下面我介绍一些模型：

1. 手拉手模型，当递推式中出现了“an+1an”结构时，我们称为手拉手模型，处理方

法一般是对等式两边同除以 an+1an，让它们两个分开，进行构造。

2. 形如：
an+1 + λ

an + λ
= A

通过整理我们可以得到：an+1 = Aan + λ(A− 1)

3. 形如：
an+1 = Aan +Bqn+1

让等式两边同时除以 qn+1，整理得到：

an+1

qn+1
=
A

q
· an
qn

+B

此时，令 bn = an

qn
则可以转换为情况 2。

4. 形如：
an+1 = Aan +Bn+ C

构造
an+1 + x(n+ 1) + y

an + xn+ y
= D

对等式整理，然后与原式比对解出待定的系数 x, y,D。

看了以上例子，我还是要说一句，这就是高级一点的换元法，可能一开始写这类题会有些

摸不着头脑，但多做些题找找规律，对于这种题就是信手拈来了。
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14.5 数列求和

14.5.1 错位相减

当我们遇到“等差 ×等比”型的数列时，这类数列又称为差比数列，对于它们的求和
一般用错位相减来处理，现设等差数列 {an} = a1 + (n− 1)d，等比数列 {bn} = b1 · qn−1，

数列 {cn} = {an · bn} 的前 n 项和为 Tn

现在我们来求 Tn 的通项公式：

不难知道

Tn = c1 + c2 + · · ·+ cn

= a1 · b1 + a2 · b2 + · · ·+ an · bn
= a1 · b1q0 + a2 · b1q1 + · · ·+ an · b1qn−1 1

由 (1) 式，我们两边同时乘公比 q，得到：

qTn = a1 · b1q1 + a2 · b1q2 + · · ·+ an · b1qn 2

将 1 式和 2 式进行对比，注意到两式中 q 的指数相同的项相减后得到 d，即 1 − 2

(1− q)Tn = a1 · b1q0 + (a2 − a1)b1q1 + (a3 − a2)b1q2 + · · ·+ (an − an−1)b1qn−1 − an · b1qn

= a1 · b1q0 + d
n∑

k=2

bk − an · b1qn

= a1 · b1 + db2
1− qn

1− q
− an · b1qn

综上，最后得到 Tn 的通项公式：

Tn =
a1 · b1
(1− q)

+ db2
1− qn

(1− q)
2 − an · b1qn

1− q

错位相减注重的是处理的过程，而不是最后的结论。

14.5.2 裂项相消

裂项相消一般是把数列的通项公式进行拆分，转换成 an = f(n)− f(n+1) 等能够前

后抵消的形式；与累加求通项有异曲同工之妙，网上有大量繁复的裂项，但我个人认为没

必要去记，裂项考的更多是思想。

先说应用场景：倘若题目给出 an 的通项公式，要求 an 的前 n 项和，但 an 又是一
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个复杂的式子，这时候就考虑到裂项了。

对于繁杂的公式我一个都不想记，那么该如何去裂项呢？我们不妨逆向思考一下，倘

若我们确定是要进行裂项，那么题目一定会有“相消”的部分，即设：

an =
c

f(n)f(n+ 1)

如果把带 n 的看作小的项，带 n+ 1 看作大的项，因为它一定会“相消”，所以必定会转

换成：

an = C ·
(

1

小
− 1

大

)
其中 C 是一个常数，用“小”“大”只是为了说明项的关系，当只隔一项时就可以是：

an = C ·
(

1

f(n)
− 1

f(n+ 1)

)
通分后可求出 C

c

f(n)f(n+ 1)
=
C (f(n+ 1)− f(n))

f(n)f(n+ 1)

C =
c

f(n+ 1)− f(n)

一般 c
f(n+1)−f(n)

最后都会化为一个常数，如果不是也没啥问题（个人感觉），最后求 an

的前 n 项和 Sn 为：

Sn = C

(
1

f(1)
− 1

f(2)
+

1

f(2)
− 1

f(3)
+ · · ·+ 1

f(n)
− 1

f(n+ 1)

)
Sn = C

(
1

f(1)
− 1

f(n+ 1)

)
这是我做题一直用的方法，目前还没看到过更可靠更一般的方法，虽然根据考点反推有点

本末倒置的感觉，但在此类题型中，这种方法很适用。。。

下面给出一些常用的裂项公式

1. 等差数列型：
1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1

1

(2n− 1)(2n+ 1)
=

1

2

(
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

)
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2. 无理型：
1

√
n+

√
n+ 1

=
√
n+ 1−

√
n

3. 指数型：
2n

(2n − 1)(2n+1 − 1)
=

1

2n − 1
− 1

2n+1 − 1

这些都可以用我上述的方法推出，这里读者尝试自证。

14.5.3 分组求和

如果对于一个数列 {an}，其中 an = bn+cn，倘若要求 {an}的前 n项和 Sn，我们可以

分别求 {bn}的前 n项和 Tn 与 {cn}的前 n项和 Hn，然后把它们相加，即 Sn = Tn = Hn，

如果觉得抽象，可以看看以下证明：

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an

Sn = (b1 + c1) + (b2 + c2) + · · ·+ (bn + cn)

Sn = (b1 + b2 + · · ·+ bn) + (c1 + c2 + · · ·+ cn)

Sn = Tn +Hn

分组求和其实考察的更多的是分类的思想，有时数列的通项为周期函数时，也可以进行分

类处理，所以要理解分组求和就是要有分类的思想。

14.5.4 倒序相加

若要计算一个数列的前 n项和 Sn，先将 Sn 的没一项正序排一遍，再逆序排一遍，若

发现首项和末尾项有关系，且第 n 项与倒数第 n 项都有一样的关系，这时就可以用倒序

相加的方法；

e.g. 已知 f(x) = 4x

4x+2
，现求

∑2022
i=1 f(

i
2023

)。

令：

S =
2022∑
i=1

f(
i

2023
)

首先正序、逆序列一遍：

S = f(
1

2023
) + f(

2

2023
) + · · ·+ f(

2022

2023
)

S = f(
2022

2023
) + f(

2021

2023
) + · · ·+ f(

1

2023
)
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两式相加得到

2S = [f(
1

2023
) + f(

2022

2023
)] + [f(

2

2023
) + f(

2021

2023
)] + · · ·+ [f(

2022

2023
) + f(

1

2023
)]

注意到分组后方括号内函数的变量和始终为 1，例如 1
2023

+ 2022
2023

= 1；这时我们来讨论

f(x) + f(1− x) 的值：

f(x) + f(1− x) =
4x

4x + 2
+

4
4x

4+2·4x
4x

=
4x

4x + 2
+

2

4x + 2
= 1

即知

2S = 2022

S = 1011

14.6 数学归纳法

这一章主要介绍证明有关自然数的命题的方法——数学归纳法

第一数学归纳法

设 P (n) 是一个含有自然数 n 的命题，则利用第一数学归纳法的证明步骤如下：

1. 验证 n = n0 (n0 ∈ N+) 时，命题 P (n0) 成立；

2. 假设 n = k (k ∈ N+, k ⩾ n0) 时，命题 P (k) 成立，能推出 n = k + 1 时，命题

P (k + 1) 也成立。

根据上述两个步骤，知对一切自然数 n (n ⩾ n0)，命题 P (n) 成立。

第一步要证明 P (n0) 成立，称为奠基步骤，是论证命题的基础，第二步称为归纳步

骤，它判断命题的正确性是否从特殊推广到一般。这两个步骤缺一不可。

14.7 补充

14.7.1 算两次

算两次原理，也叫富比尼原理，在组合会着重讲（强基），这里解释两个用算两次原

理推导出的数列和。

e.g. 已知数列 {an}，其通项公式为：an = n2，求这个数列的前 n 项和 Sn。
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如若直接求和，那是看不出什么规律的，因此构造一个数列 bn = n(n + 1)，其前 n

项和为 Tn，显然

Tn = Sn +
n∑

k=1

k = Sn +
n2 + n

2
1

另一方面，对 bn 裂项，即等价为

bn = n(n+ 1) =
1

3
(n(n+ 1)(n+ 2)− n(n+ 1)(n− 1))

那么 Tn 也可以表示为：

Tn =
1

3
(1× 2× 3− 1× 2× 0 + 2× 3× 4− 1× 2× 3 + · · ·+ n(n+ 1)(n+ 2)− n(n+ 1)(n− 1))

Tn =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
2

结合 1 , 2 易得

n(n+ 1)(n+ 2) = 3Sn +
3n2 + 3n

2

Sn =
2n(n+ 1)(n+ 2)

6
− 3n2 + 3n

6

Sn =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

这个结论可以靠数学归纳来证，因此可以给出一个没啥用的推论：

推论

♢

对于数列 {an}，如果其通项公式为

an = kn2 + ln+m

那么这个数列的前 n 项和为

Sn =
kn(n+ 1)(2n+ 1) + 3ln(n+ 1) + 6nm

6

=
n(n+ 1)(2kn+ k + 3l) + 6nm

6

证明是显然的，分组求和即可这里不多赘述。

e.g. 已知数列 {an}，其通项公式为：an = n3，求这个数列的前 n 项和 Sn。这个命

题是非常有名的，有非常多的几何证明方法，我这里还是用代数来证明一下，下面先直接
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给出结论：

n∑
k=1

k3 =

(
n∑

k=1

k

)2

n∑
k=1

k3 =
n2(n+ 1)

2

4

证明：注意到

(n+ 1)
4 − n4 =

(
(n+ 1)

2 − n2
)(

(n+ 1)
2
+ n2

)
= 4n3 + 6n2 + 4n+ 1

n3 =
1

4

(
(n+ 1)

4 − n4
)
− 3

2
n2 − n− 1

4

其中 (n+ 1)
4 − n4 即是裂项，− 3

2
n2 − n− 1

4
也可求和，故

n∑
k=1

k3 =
1

4

n∑
k=1

(
(k + 1)

4 − k4
)
−

n∑
k=1

(
3

2
k2 + k +

1

4

)

=
(n+ 1)

4 − 1

4
− n(n+ 1)(2n+ 1)

4
− n2 + n

2
− n

4

=
n2(n+ 1)

2

4

□
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15 导数

导数涉及到极限概念，是高等数学的东西，高中在没有函数极限的基础上直接就学导

数，导致部分公式需要靠背，就比如说链式法则就是用微分推得，但是即便是高中教课书

也没明确给出链式法则推到过程，只是用“我们发现”这种借口搪塞，链式法则在高中就

是一个比较容易忘记搞混的点，又例如洛必达法则的滥用，即便在小题中，洛必达法则也

不是永远有效，所以像是很多微分中值定理，我以前推出来用函数二阶导判断其凹凸性的

结论，我到现在还记得，所以如果学有余力的同学，可以拿一本数学分析从数列极限到函

数极限再到微分和微分中值定理都补一补。

我不会从头开始讲，但为了更好理解一些导数中的结论，我会讲一点微分便于理解。

15.1 微分的概念

一个给定函数 f(x) 在点 x 附近有定义，若 f(x) 的自变量 x 处产生了某个增量 ∆x

变成了 x +∆x，那么它的函数值也相应的产生了一个增量 ∆y = f(x +∆x) − f(x)；这

里 ∆x,∆y 分别是自变量和应变量的差分。

定义：对函数 y = f(x) 定义域中的一点 x0，若存在一个只与 x0 有关，而与 ∆x 无

关的数 g(x0)，使得当 ∆x→ 0 时恒成立关系式

∆y = g(x0)∆x+ o(∆x)

则称 f(x) 在 x0 处的微分存在，或称 f(x) 在 x0 处可微。

其中 o(x0) 是高阶无穷小量，g(x)∆x 是 ∆y 的线性主要部分，因为 g(x)∆x 是低阶

无穷小量，在加减时起主要影响。

当 f(x)在 x处是可微的且 ∆x→ 0时，我们将 ∆x称为自变量的微分，记作 dx，而
将 ∆y 的线性主要部分 g(x)dx 称为因变量的微分，记作 dy 就有了

dy = g(x)dx

例如：y = f(x) = x2，可知

∆y = f(x+∆x)− f(x)

∆y = 2x∆x+∆x2

其中 ∆x2 是高阶无穷小量，g(x) = 2x，则 dy = d(x2) = 2xdx。
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可微必连续，但连续不一定可微

15.2 导数的概念

若 f(x) 在 x0 处可微，则有关系式

∆y = g(x0)∆x+ o(∆x)

由于 g(x0) 与 ∆x 无关，即知 g(x0) 是当 ∆x → 0 时，因变量差分与自变量差分的比值
∆y
∆x
的极限值。

定义：若函数 y = f(x) 在其定义域中的一点 x0 处极限

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

则称 f(x) 在 x0 处可导，并称这个极限值为 f(x) 在 x0 处的导数，记为 f ′(x0)。

若 f(x) 在一区间每一点可导，则称 f(x) 在该区间可导 f(x) 在 x0 处的导数还有如

下等价定义

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

函数 f(x) 的所有可导点的集合是 f(x) 定义域的子集，上面的定义可以构成一个新的函

数 f ′(x)，称它为 f(x) 的导函数。可知 Df ′ ⊆ Df

由微分关系式可知其 g(x) 就是 f ′(x) 故有

∆y = f ′(x)∆x+ o(∆x)

dy = f ′(x)dx

因此导数也叫微商。

对于一元函数，可微 ⇐⇒ 可导

15.3 函数的性质与导数的关系

导数的几何意义：曲线的切线斜率就是极限

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
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的值，即 f(x) 在 x 处的导数值。

不难知道，当导数值小于 0 时函数单调递减，导数值大于 0 时函数单调递增；我们
可以有这一性质来简单的画一个函数的草图。

定义

♡

函数的极值，定义：设函数 f(x) 在 (a, b) 有定义，x0 ∈ (a, b)，如果存在点 x0

的某一个邻域 O(x0, δ) ⊂ (a, b) 使得：

f(x) ⩽ f(x0), x ∈ O(x0, δ)

则称 x0 是 f(x) 的一个极大值点，f(x0) 称为相应的极大值，类似的有极小值点，

它们统称极值；极值是相对与附近的，是一个局部性质。

有 x0 是 f(x) 的一个极值点，则 f ′(x0) = 0。

15.4 常用导数及运算法则

计算一个函数的导函数的运算称为对这个函数求导。

通过定义可以直接对一些简单函数求导，下面举几个例子：

e.g. 求 y = sinx 的导函数。
因为

sin(x+∆x)− sinx = 2 cos
(
x+

∆x

2

)
sin ∆x

2

由 cosx 的连续性以及 sin ∆x
2

≈ ∆x
2
(∆x→ 0)，可知

lim
∆x→0

sin(x+∆x)− sinx
∆x

= lim
∆x→0

(
x+

∆x

2

)
· lim
∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

= cosx

即得

(sinx)′ = cosx

导数的四则运算法则：设 f(x), g(x)在某一区间上都是可导的，则对于任意常数 c1, c2，
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它们的线性组合 c1f(x) + c2g(x) 也在该区间上可导，且满足如下线性运算关系：

[c1f(x) + c2g(x)]
′
= c1f

′(x) + c2g
′(x)

f(x), g(x) 它们的积函数也在该区间上可导，满足：

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

g(x) 在某区间可导，且 g(x) 6= 0，则它的倒数也在该区间可导：[
1

g(x)

]′
= − g′(x)

[g(x)]
2

推论： [
f(x)

g(x)

]′
=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]
2

反函数求导法则：若 f(x) 在 (a, b) 上连续、严格单调递增、可导并且 f ′(x) 6= 0，记

α = min(f(a+), f(b−)), β = max(f(a+), f(b−))，则它们的反函数 x = f−1(y) 在 (α, β)

上可导，且有： [
f−1(y)

]′
=

1

f ′(x)

可以由这些定理推出基本初等函数的导数公式，这些没什么技巧看眼熟就行，实在不

行自己再推一遍。

多个函数的导数四则运算很少会用到，因为考试的话计算量太大了，但我还是写一写[
n∑

i=1

cifi(x)

]′
=

n∑
i=1

cif
′
i(x)

其中 ci(i = 1, 2, 3, . . . , n) 为常数[
n∏

i=1

fi(x)

]′
=

n∑
j=1

{
f ′
j(x)

n∏
i=1,i ̸=j

fi(x)

}

复合函数是我们遇到的更多的情况，所有我们研究复合函数求导。

设函数 u = g(x) 在 x = x0 可导，而函数 y = f(u) 在 u = u0 = g(x0) 处可导，则复合函
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数 y = f(g(x)) 在 x = x0 可导，且有

[f(g(x))]
′
x=x0

= f ′(u0)g
′(x0) = f ′(g(x0))g

′(x0)

复合函数的求导规则可以写成
dy
dx =

dy
du · du

dx
一般称为链式法则，从微分的角度更好理解链式法则的原理。

通过链式法则我们可以对基本初等函数的复合函数进行求导，但是会遇到一些基本

初等函数之外的情况：

形如

y = f(x) = u(x)
v(x)

的函数称为幂指函数，对于幂指函数的求导，常用的方法叫做“对数求导法”，求导时先

对两边取对数，令

z(x) = ln y = v(x) lnu(x)

分别求导：

z′(x) = [v(x) lnu(x)]′ = v′(x) lnu(x) + v(x)
u′(x)

u(x)

另一方面，将 z(x) = ln y 看作复合函数，则有

z′(x) =
y′

y

综合这两式，可得到：

y′ = y

[
v′(x) lnu(x) + v(x)

u′(x)

u(x)

]
= u(x)

v(x)

[
v′(x) lnu(x) + v(x)

u′(x)

u(x)

]
下面举一个例子，设 y = f(x) = xx，求 y′：

ln y = x lnx

y′ = xx · (lnx+ 1)
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下面列出基本初等函数的导数和微分的公式：

(C)′ = 0

(xα)′ = αxα−1

(sinx)′ = cosx

(cosx)′ = − sinx

(tanx)′ = sec2 x

(cotx)′ = − csc2 x

(secx)′ = tanx secx

(cscx)′ = − cotx cscx

(arcsinx)′ = 1√
1− x2

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

(arctanx)′ = 1

1 + x2

(ax)′ = ln a · ax

(loga x)
′ =

1

ln a · 1
x

特别的

(ex)′ = ex

(lnx)′ = 1

x

d(C) = 0

d(xα) = αxα−1dx

d(sinx) = cosxdx

d(cosx) = − sinxdx

d(tanx) = sec2 xdx

d(cotx) = − csc2 xdx

d(secx) = tanx secxdx

d(cscx) = − cotx cscxdx

d(arcsinx) = dx√
1− x2

d(arccosx) = − dx√
1− x2

d(arctanx) = dx
1 + x2

d(ax) = ln a · axdx

d(loga x) =
1

ln a · dx
x

特别的

d(ex) = exdx

d(lnx) = dx
x

15.5 函数的凸性

定义

♡

设函数 f(x)在区间 I 上定义，若对 I 中的任意两点 x1和 x2，和任意 λ ∈ (0, 1)，

都有

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

则称 f(x) 是 I 上的下凸函数a。

若不等号严格成立，则称 f(x) 在 I 上是严格下凸函数。

a下凸函数也叫凹函数
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类似的可以给出上凸函数的定义。

二阶导数与凸性的关系

♠

设函数 f(x) 在区间 I 上二阶可导，则 f(x) 在区间 I 上是下凸函数的充分必

要条件是：对于任意 x ∈ I 有 f ′′(x) ≥ 0。

特别的，若对于任意 x ∈ I 有 f ′′(x) > 0，则 f(x) 在 I 上是严格下凸函数。

x

y

λx1(1− λ)x2x1 x2O

·

·

λf(x1) + (1− λ)f(x2)

f(λx1 + (1− λ)x2)

图 68: 二阶导数与凸性的关系

证明：必要性：

15.6 微分中值定理

15.6.1 拉格朗日中值

引理

♣

罗尔 (Rolle) 定理：设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，在开区间 (a, b) 上可

导，且 f(a) = f(b)，则至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ) = 0
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证明由闭区间上连续函数的性质，存在 ξ, η ∈ (a, b) 满足：

f(ξ) =M, f(η) = m

其中 M,m 分别是 f(x) 在 (a, b) 的最大值和最小值；现在分两种情况：

1. M = m，此时 f(x) 在 [a, b] 上恒为常数，结果显然成立。

2. M > m，这时 M,m 中至少有一个与 f(a) 不相同，不妨设：

M = f(ξ) > f(a) = f(b)

因此 ξ 是极大值点，有

f ′(ξ) = 0

□
这个定理由几何直观是显然的，罗尔定理要满足三个条件，及 [a, b] 上连续、(a, b) 上

可导以及 f(a) = f(b)；三个条件缺一不可，我们来看看更一般的情况，若前两个条件满

足，但第三个条件不成立，即 f(a) 6= f(b)，通过几何直观不难知道，必然至少存在一点

ξ ∈ (a, b) 使得它的斜率 f ′(ξ) 与 (a, f(a)), (b, f(b)) 的割线斜率相同，这就是拉格朗日中

值定理；

定理

♠

拉格朗日 (Lagrange) 中值定理 设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，且在开

区间 (a, b) 上可导，则至少存在一点 ξ ∈ (a, b) 使得

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a

证明：作辅助函数

φ(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a), x ∈ (a, b)

由于 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，开区间 (a, b) 上可导；因此函数 φ(x) 也在闭区间 [a, b]

上连续，开区间 (a, b) 上可导，并且有：

φ(a) = φ(b) = 0
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由罗尔定理，至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得 φ′(ξ) = 0，整理得到：

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a

□
最后，给出一个更一般的中值定理

定理

♠

柯西中值定理 设 f(x) 和 g(x) 都在闭区间 [a, b] 上连续，在开区间 (a, b) 上

可导，且对于任意 x ∈ (a, b), g′(x) 6= 0。则至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

显然，当 g(x) = x 时，上式为拉格朗日公式，所以拉格朗日中值定理是柯西中值定

理的特殊情况；柯西中值定理本书不做证明。

15.6.2 洛必达法则

在计算分式极限时，时常会遇到分子分母都趋近于零或都趋于无穷大的情况，这时可

以使用洛必达法则；当分子分母趋近于零时，我们称这种类型的极限为 0
0
待定型，都趋

近于无穷大时称为 ∞
∞ 待定型，简称

0
0
型和 ∞

∞ 型；除了这两种类型以外，还 0 · ∞ 型、

∞±∞ 型、∞0 型、1∞ 型、00 型等几种，这后面几种都可以化为 0
0
型或 ∞

∞ 型，所以主

要讨论如何求这两种类型的极限。

定理

♠

洛必达 (L’Hospital) 法则 设函数 f(x), g(x) 在 (a, a+ d] 上可导（d 是某个

正常数），且 g′(x) 6= 0。若此时有

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0

或

lim
x→a+

g(x) = ∞

且 limx→a+
f ′(x)
g′(x)

存在（可以是有限数或 ∞），则成立

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
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证明：这里仅证明 limx→a+
f ′(x)
g′(x)

= A，A 为有限数的情况；

先证明 limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = 0 的情况。

由于函数在 x = a 处的值与 x→ a+ 时的极限无关，因此可以补充定义

f(a) = g(a) = 0

使得 f(x) 和 g(x) 在 [a, a + d] 上连续。这样经过补充定义后的函数 f(x) 和 g(x) 在

[a, a+ d] 上满足柯西中值的条件，因而对于任意 x ∈ (a, a+ d)，存在 ξ ∈ (a, a+ d)，满足

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)

当 x→ a+ 时显然有 ξ → a+。由于 limx→a+
f ′(ξ)
g′(ξ)

存在，两端令 x→ a+，即有

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

ξ→a+

f ′(ξ)

g′(ξ)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)

下面证明 limx→a+ g(x) = ∞ 时的情况。
记 x0 是 (a, a+ d] 中任意一个固定点，则当 x 6= x0 时，

f(x)
g(x)
可以改写为

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(x0)

g(x)
+
f(x0)

g(x)

=
g(x)− g(x0)

g(x)
· f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
+
f(x0)

g(x)

=

[
1− g(x0)

g(x)

]
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
+
f(x0)

g(x)

于是， ∣∣∣∣f(x)g(x)
−A

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣[1− g(x0)

g(x)

]
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
+
f(x0)

g(x)
−A

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣1− g(x0)

g(x)

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
−A

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(x0)−Ag(x0)

g(x)

∣∣∣∣
因为 limx→a+

f ′(x)
g′(x)

= A，所以对于任意 ε > 0，存在 ρ > 0(ρ < d)，当 0 < x− a < ρ 时，∣∣∣∣f ′(x)

g′(x)
−A

∣∣∣∣ < ε

取 x0 = a + ρ，有柯西中值定理，对于任意的 x ∈ (a, x0)，存在 ξ ∈ (x, x0) ⊂ (a, a + ρ)
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满足：
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)

于是得到 ∣∣∣∣f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
−A

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f ′(ξ)

g′(ξ)
−A

∣∣∣∣ < ε

又因为 limx→a+ g(x) = ∞，所以可以找到正数 δ < ρ，当 0 < x− a < δ 时，成立∣∣∣∣1− g(x0)

g(x)

∣∣∣∣ < 2,

∣∣∣∣f(x0)−Ag(x0)

g(x)

∣∣∣∣ < ε

综上所述，即知对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，当 0 < x− a < δ 时，∣∣∣∣f(x)g(x)
−A

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣1− g(x0)

g(x)

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
−A

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(x0)−Ag(x0)

g(x)

∣∣∣∣
< 2ε+ ε = 3ε

由定义即得

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= A = lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)

□

15.6.3 泰勒公式以及麦克劳林公式

本节研究的是用一个多项式近似替代一个复杂的函数，主要讨论泰勒公式; 当 f(x)

在 x0 处 n 阶可导时，有如下较精确的估计：

定理

带皮亚诺 (Peano) 余弦的泰勒 (Taylor) 公式 设 f(x) 在 x0 处有 n 阶导数，

则存在 x0 的一个邻域，对于该邻域中的任一点 x，成立

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2
+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n
+ rn(x)

其中余项 rn(x) 满足：

rn(x) = o((x− x0)
2
)
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上述公式被称为 f(x)在 x = x0 处的带 Peano 余项的 Taylor 公式，它的前 n+1

项的组成的多项式

pn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2
+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

称为 f(x) 的 n 次 Taylor 多项式，余项 rn(x) = o((x− x0)
n
) 称为 Peano 余项

证明：考虑 rn(x) = f(x)−
∑n

k=1
1
k!
f (k)(x0)(x− x0)

k
，只需证明 rn(x) = o((x− x0)

n
)。

显然

rn(x0) = r′n(x0) = r′′n(x0) = · · · = r(n−1)
n (x0) = 0

反复应用洛必达法则，可得

lim
x→x0

rn(x)

(x− x0)
n = lim

x→x0

r′n(x)

n(x− x0)
n−1 = lim

x→x0

r′′n(x)

n(n− 1)(x− x0)
n−2 =

= lim
x→x0

rn−1
n (x)

n(n− 1) · · · 2 · (x− x0)
=

1

n!
lim
x→x0

[
f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)− f (n)(x0)(x− x0)

x− x0

]
=

1

n!
lim
x→x0

[
f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)

x− x0
− f (n)(x0)

]
=

1

n!

[
f (n)(x0)− f (n)(x0)

]
= 0

因此

rn(x) = o((x− x0)
n
)

□
另一种常见的余项由下列定理给出，它是余项的一个定量化的形式。

定理

♠

带 Lagrange 余项的 Taylor 公式 设 f(x)在 [a, b]上具有 n阶连续导数，且

在 (a, b) 上有 n+ 1 阶导数。设 x0 ∈ [a, b] 为一定点，则对于任意 x ∈ [a, b]，成立

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2
+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n
+ rn(x)

其中余项 rn(x) 满足：

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

ξ 在 x和 x0 之间，上述公式称为 f(x)在 x = x0 处的带 Lagrange 余项的 Taylor
公式。余项称为拉格朗日余项。
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证明本书不给出；显然，当 x→ x0 时，带拉格朗日余项的泰勒公式涵盖了皮亚诺余

项的泰勒公式，即前者的结论强于后者，但采用皮亚诺余项的泰勒公式时，对 f(x) 的要

求也比采用拉格朗日余项的泰勒公式时稍弱一些。

现在我们讨论函数在 x = 0 处的泰勒公式，f(x) 在 x = 0 处的泰勒公式：

f(x) = f(0) + f ′(0)(x− 0) +
f ′′(0)

2!
(x− 0)

2
+ · · ·+ f (n)(0)

n!
(x− 0)

n
+ rn(x)

其中 rn(x) 由皮亚诺余项的与拉格朗日余项两种表示形式，既有 rn(x) = o(xn)，或

rn(x) = f(n+1)(θx)
(n+1)!

xn+1, θ ∈ (0, 1)。函数 f(x) 在 x = 0 处的泰勒公式又称为函数 f(x)

的 Maclaurin 公式（麦克劳林公式），以下我们来推导几个基本初等函数在 x = 0 处的

泰勒公式。

求 f(x) = ex 在 x = 0 处的泰勒公式：对于 f(x) = ex 有

f(x) = f ′(x) = f ′′(x) = · · · = f (n)(x) = ex

于是得到

f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (n)(0) = 1

因此，得到 ex 在 x = 0 处的泰勒公式：

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ rn(x)

它的皮亚诺余项和拉格朗日余项分别为 rn(x) = o(xn), rn(x) =
eθx

(n+1)!
xn+1, θ ∈ (0, 1)。

引理

♣

设函数 f(x) 在 x0 的某个邻域有 n+2 阶导数存在，则它的 n+1 次多项式的

导数恰为 f ′(x) 的 n 次泰勒多项式。

这个引理不做证明，通过引理可以求得 ln(1 + x) 在 x = 0 处的泰勒公式。

15.7 一些高考题和一些方法

对于高考，因为高中学的内容（至少课本上）是相当少的，高考的很多题有一些固定

套路，这一节我们来讨论，分为“一些题”以及“一些处理方法”两个小节来说，不过处

理方法和题型不能完全分开，有一些题型本身就代表一个方法。
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15.7.1 隐零点

隐零点问题，又叫虚设零点、设而不求、零点代换等；

在很多问题中，常常需要我们求一个函数的极值，我们可能会遇到这样一种情况：对原函

数求导后，因为含参或是超越方程，又或是两个都有的情况，导致导函数的零点无法直接

求得，进而无法得到极值点，得到极值。这种不能直接解出零点的题目称为隐零点问题，

那应该如何处理呢？通常我们用关于导函数零点 x0 的表达式带回原函数，消除参数，将

一个二元问题转换为一元问题去研究，然后再对改造后的原函数进行下一步的操作（依照

题目的问题），

因此隐零点问题通常会用到多种技巧，设而不求只是其中的一步而已，比较套路的处

理方式。

此外，需注意零点个数以及零点存在问题，只需求导判断单调性和用零点存在定理即

可处理这两个问题。

e.g. 证明 ex − lnx > 2

令：f(x) = ex − lnx，求导得
f ′(x) = ex − 1

x

显然 x0 在满足：ex0 = 1
x0
时有极值，注意到 x0 > 0，则

f ′′(x0) = ex0 +
1

x20
=
x0 + 1

x20
> 0

得到 f(x0) 为函数极小值，由于 f ′(x0) = 0 是超越方程解不出精确解，因此带入推导出

的 ex0 = 1
x0
到 f(x) 中，可以得到：

f(x0) = ex0 − lnx0 =
1

x0
+ x0 ⩾ 2

当且仅当 x0 = 1 时不等式取等号，显然 x0 6= 1（e1 6= 1
1
）因此不等式不能取等。

□
这个问题通过放缩也能求证；证明过程中，在二阶导判断极值那一步就使用了零点代

换的条件。

15.7.2 一些同构

13

朗博同构 朗博同构就是通过对数和指数的转换，找到相同结构后换元的类型，例如：

13为了避免歧义，这里说的同构指得是同一结构，与抽象代数中的同构无关
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e.g. 求函数最小值

f(x) = xex − x− lnx

注意到：

x = eln x (1)

因此构造：u = x+ lnx

g(u) = f(x) = eu − u

最后放缩可得 g(u) ⩾ 1。

请注意 (1) 式，这是朗博同构的核心。

15.7.3 极值点偏移

首先介绍极值点偏移的背景，“极值点偏移”，顾名思义就是函数非对称所产生的性

质，为了了解极值点偏移，我们先来看看极值点不偏移的情况：

x

y

x0

a

x1 x2

图 69: 极值点不偏移

如图所示，上图为一个二次函数，有极大值点 x0，设 x1 6= x2，因二次函数具有对称

性，我们知道 x1, x2 在 x0 的两侧，因此对于任意：

f(x1) = f(x2) = a < f(x0)

都有 x1 + x2 = 2x0，这一点从图像来看是显然的，也就是说 x0 是 x1, x2 的中点。

然而对于更一般的函数，并不一定有对称性，因此导致极值点偏移，可分为左偏或右

偏，如下图

由图立马可以得出 x1 + x2 > 2x0 或 x1 + x2 < 2x0；
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x

y

a

x0 x2x1

图 70: 极值点左偏

x

y

a

x0x1 x2

图 71: 极值点右偏

了解了极值点偏移的基本定义后，我们看看以极值点偏移为背景的题目，这一类题目

通常是求出极值点后，要求证明 x1 + x2 > 2x0 或 x1 + x2 < 2x0，我先用一道经典的例题

来讲解最基本的两个方法

e.g. 已知 f(x) = x
ex 若 x1 6= x2 且 f(x1) = f(x2)，证明：x1 + x2 > 2

首先判断函数 f(x) 的基本性质，通过求导可知：

f ′(x) =
1− x

ex

可知函数 f(x) 在 x = 1 处有极小值，即证极值点左偏；

法 1：构造差函数
在极值点偏移的背景中我们已经知道了，偏移是由于不对称导致的，因此构造一个关

于极值点对称的函数，与原函数做差，这就意为这把本在极值点 x0 两侧的 x1, x2 放到了

同侧比较，具体操作如下：构造关于极值点对称的函数

g(x) = f(2− x)

（这一步看不懂的可以去函数对称性那节看看），让它与原函数做差，构造一个新函数（事

实上可以一步到位直接构造一下差函数）

F (x) = f(x)− f(2− x) =
x+ (x− 2)e2x−2

ex

不妨设 x2 > x1，易知 x2 > 1 > x1，对 F (x) 求导判断单调性，不过由于分母 ex 恒正，
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因此只求导分子部分：

h(x) = x+ (x− 2)e2x−2

h′(x) = (2x− 3)e2x−2 + 1

h′′(x) = 4(x− 1)e2x−2

易知，h′(x) 在 x = 1 有极小值，又 h′(1) = 0，因此 h′(x) ⩾ h′(1) = 0，h(x) 在定义域单

调递增，注意到 h(1) = 0，因此当 x > 1 恒有：

f(x) > f(2− x)

由于 x2 > 1，带入得

f(x1) = f(x2) > f(2− x2)

由于 x1, 2− x2 < 1，且 f(x) 在 (−∞, 0) 上单调递减，因此有

x1 < 2− x2

x1 + x2 < 2

□
法 2：ALG
已知

f(x1) = f(x2)

x1
ex1

=
x2
ex2

两边取对数得

lnx1 − x1 = lnx2 − x2

lnx1 − lnx2 = x1 − x2

注意到：

lim
x→+∞

x

ex = lim
x→+∞

1

ex = 0
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且 f(0) = 0，可知 0 < x1 < 1 < x2，故可以用 ALG

x1 + x2
2

>
x1 − x2

lnx1 − lnx2
= 1

x1 + x2 > 2

□
可以看出，用对数均值不等式时非常的无脑，直接带进去即可，不像法 1 一样需要多

次求导判断，不过在高考中对数均值不等式需要证明，也就是说需要构造函数去证明，总

的来说是相对思考量小的。

下面介绍一个偏移引理，引理以及证明来自知乎用户虚调子，这是极值点偏移的充分

条件

引理

♣

偏移引理：若连续光滑函数 f(x) 在某段开区间 A 上只有一个极大值点 x0

（A 包含于 f(x) 的收敛域内），使得极值点左侧单调增加，右侧单调减少，且存在

x1 < x0 < x2 ∈ A, f(x1) = f(x2)，如果 f(x) 的全体奇数阶导在极大值点处的值非

负（但也不全为 0，下同）即

f2k+1(x0) ⩾ 0, k ∈ N

则恒有 x1 + x2 > 2x0；如果 f(x) 的全体奇数阶导在极大值点处的值非正，也即：

f2k+1(x0) ⩽ 0, k ∈ N

则恒有 x1 + x2 < 2x0。

如果 x0 为极小值点，那么结论变号即可。

证明：构造

G(x) = f(x)− f(2x0 − x)

考虑 G(x) 在极值点处的泰勒展开

G(x) = 2
∞∑
k=0

f2k+1(x0)

(2k + 1)!
(x− x0)

2k+1
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若 f2k+1(x0) ⩾ 0，取 x = x1 < x0

G(x1) < 0 ⇐⇒ f(x1) < f(2x0 − x1)

⇐⇒ f(x2) < f(2x0 − x1)

⇐⇒ x2 > 2x0 − x1

⇐⇒ x1 + x2 > 2x0

另一种情况同理可证。

□
这个引理也侧面印证了某些人所说的，“函数三阶导控制极值点偏移”。

15.7.4 变换主元

对于含参证明恒成立，且知道参数范围的情况下通常可以用变换主元，变换主元其实

就是将变量和参数的位置调换，以求化简式子，证明恒成立。下面举个例子：

e.g. 已知函数 f(x) = ax2+x−1
ex ，证明：当 a ⩾ 1 时，f(x) + e ⩾ 0

先简单变换一下：

f(x) + e ⩾ 0

ax2 + x− 1 + ex+1 ⩾ 0

这时构造有关 x 函数 h(x) 不如构造有关 a 的函数 g(a)（因为 h(x) 有二次有一次又有超

越方程的），构造 g(a) = ax2 + x− 1 + ex+1，这时不难发现 g(a) 是一个一次函数，有最

小值：

gmin(a) = g(1) = x2 + x− 1 + ex+1

这时只剩下一个变量了，通过放缩即可证明

x2 + x− 1 + ex+1 ⩾ x2 + 2x+ 1 ⩾ 0

当 a = 1, x = −1 时取等，当 x = 0 时 g(a) = e − 1 ⩾ 0 恒成立。

□
从上例可看出，变换主元的目的是化简原式以及消参。
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15.7.5 必要性探路

必要性探路，主要用在有关含参且已知恒等式时，求参数范围的题目；先探查参数取

值范围，但这只是必要性，探查出参数取值范围后，只需要证明充分性即可；

必要性探路往往和端点效应一起出现，先来介绍端点效应，假设连续函数 f(x)，在

x ∈ (m,+∞)（左边开闭都可以）上满足恒等式 f(x) ⩾ 0，且 f(m) = 0，这时如果

f ′(x) > 0，即可以推出 f(m) 是最小值，进而得到参数的取值范围；其实只要满足 f(x)

在区间 [m,+∞) 单调（只可能是增）；即可推出 f(m) 是最小值。

以上讨论的情况是最为理想的，往往日常遇到的问题要复杂的多，因此端点效应在实

际解决的过程中分为好几种，接下去会讨论，首先讨论最常见的端点效应：

端点效应 设函数 f(x) 中含参数 a，恒成立 f(x) ⩾ 0，且 x ⩾ m（或 x > m），且端点值

有 f(m) = 0 若 f ′(x) 在定义域内单调且含参，这时只要使 f ′(m) ⩾ 0 可求出参数范围；

倘若 f ′(x) 含参不单调，那就需要求 f ′′(x) 来判断，如果 f ′′(x) 含参单调，那么只需

令 f ′′(m) ⩾ 0 即可求参。总的来说，当 f(x) 某一阶导数是单调且含参时，就可以通过判

断单调性来求参。可以结合下图理解。

y

xO m

f(x)

1 2 3 4

1

2

3

−1

−2

图 72: 端点效应

e.g. 设 f(x) = (1− x2)ex，当 x ⩾ 0 时 f(x) ⩽ 1 + ax 恒成立，求 a 的取值范围：

首先把不等式移到一边构造一个新函数：

1 + ax− (1− x2)ex ⩾ 0
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构造 g(x) = 1 + ax− (1− x2)ex，注意到 g(0) = 0，对 g(x) 求导

g′(x) = a+ (x2 + 2x− 1)ex

这时无法判断直接 g′(x) 的单调性，因此求二阶导

g′′(x) = (x2 + 4x+ 1)ex

不难知道，当 x ⩾ 0 时 g′′(x) > 0，即 g(x) 单调递增；易知 g′(0) ⩾ 0，即可求出参数范围

g′(0) = a− 1 ⩾ 0

这时我们就可以分类讨论了：

1. 当 a ⩾ 1 时；

g′(x) ⩾ g′(0) ⩾ 0

因此 g(x) 单调递增，即

g(x) ⩾ g(0) = 0

成立。

2. 当 a < 1 时；

g′(0) < 0

又 g′(x) 单调递增，则存在 x0 > 0 使得 g′(x0) = 0，说明 g(x) 在 x ∈ (0, x0) 上单

调递减；因为 g(0) = 0，所以存在 x1 > 0 且 g(x1) < 0，与恒等式矛盾。

事实上，我们可以通过函数极限的局部保号性（或叫保序性）来从代数方面理解端点

效应。

定理

♠

局部保号性：若 limx→x0
f(x) = A, limx→x0

g(x) = B，且 A > B，则存在 δ > 0，

当 0 < |x− x0| < δ 时，成立：

f(x) > g(x)

证明：取 ε0 =
A−B

2
> 0。由 limx→x0

f(x) = A, ∃δ1 > 0, ∀x(0 < |x− x0| < δ1) :

|f(x)−A| < ε0
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从而 A+B
2

< f(x)；由 limx→x0
g(x) = B, ∃δ2 > 0, ∀x(0 < |x− x0| < δ2) :

|g(x)−B| < ε0

从而 g(x) < A+B
2
，取 δ = min{δ1, δ2}，当 0 < |x− x0| < δ，成立

g(x) <
A+B

2
< f(x)

□
推论

♢

若 limx→x0
f(x) = A 6= 0，则存在 δ > 0，当 0 < |x− x0| < δ 时，成立

|f(x)| > |A|
2
> 0

证明：由 limx→x0
f(x) = A 以及

||f(x)| − |A|| ⩽ |f(x)−A|

可知 limx→x0
|f(x)| = |A|。令 g(x) = |A|

2
，由 |A|

2
< |A| 以及局部保号性可知存在 λ > 0，

当 0 < |x− x0| < δ 时，成立

|f(x)| > |A|
2
> 0

□

内点效应 内点效应，又称端点效应失效，其实结合图像容易理解；

当函数 f(x) 在 x ⩾ m 上恒成立 f(x) ⩾ 0，且 f(m) = 0（这个条件不必要），如果

存在一点 x0 > m, f ′(x0) = 0，意味着 f(x) 在 x ⩾ m 上不是单调的，这个极小值点 x0

称为内点，这时不能按照端点效应的情况来讨论，而是要使 f(x0) ⩾ 0；当然若函数 f(x)

在定义域内不单调，也不一定有极小值，例如

lim
x→+∞

1

x
+ a = a

这时参数 a 就仅仅是位置参数；大多数情况我们都会遇到有极小值点 x0 的情况；

解决内点问题，最常用的方法就是分离参数，通过 f(x0) ⩾ 0 进行参数分离，然后找

到极小值点（内点 x0）。

e.g. 已知不等式 ex − 1 ⩾ kx+ lnx 在 x ∈ (0,+∞) 恒成立，求 k 的最大值。
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y

xO m x0

f(x)

1 2

1

2

−1

图 73: 内点效应

先来分析，端点 x = 0 因为定义域所以取不到，所以分离参数来解决：原式等价于

ex − 1− lnx
x

⩾ k

构造函数并求导

g(x) =
ex − 1− lnx

x

g′(x) =
(x− 1)ex + lnx

x2

这里可以看出 g′(1) = 0，但为了探究 g′(x) 的单调性以及零点是否唯一，构造函数 h(x)

并求导

h(x) = (x− 1)ex + lnx

h′(x) =
x2ex + 1

x

因为 2x, h′(x) 在 x > 0 上恒大于零，因此 g′(x) 有唯一零点，即是 g(x) 的极小值点，故

k ⩽ g(1) = e − 1

综上可得 k 的最大值为 e − 1。
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15.7.6 放缩

广义上的放缩，本质就是利用不等式的传递性14，但本节所说的放缩是一种化归的技

巧，通过麦克劳林公式去余项得到一些简单的不等式，再通过换元变形得到一些复杂的形

式；

高中没学麦克劳林公式，因此我们通常会化归为两个最基本的不等式，通过简单的求

导可证。

我们将 ex 的麦克劳林公式只保留前两项得到

ex ⩾ x+ 1 (1)

这时如果令 x = lnx 可以得到
lnx ⩽ x− 1 (2)

以上两个不等式是最基本的两个，有人称为母不等式，通过求导即可证明。

倘若将 x− 1 = x 的代换带入 (1) 式即可得

ex ⩾ ex

若将 1
x
= x 的代换带入 (2) 式即可得

lnx ⩾ 1− 1

x

这种代换还可以继续，但比较常用的也就以上几个，以及麦克劳林多展开一些：

ex ⩾ 1 + x+
x2

2!

等等诸如此类的放缩；

飘带放缩 飘带放缩是比较典型的模型，作图可以直观的感受，如图：

在 x > 1 时，有：

h(x) =
1

2

(
x− 1

x

)
> f(x) = lnx > g(x) =

2(x− 1)

x+ 1

而在 x ∈ (0, 1) 时不等式取反向，即

h(x) < f(x) < g(x)

14a > b, b > c 则 a > c
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y

xO

g(x) = 2(x−1)
x+1

f(x) = lnx

h(x) = 1
2
(x− 1

x
)

1 2 3 4

1

2

−1

−2

图 74: 飘带放缩

不难看出 h(x) 就是飘带函数；以上飘带放缩的结论只需移向作差构造新函数求导即可证

明，令

F (x) = h(x)− f(x) =
1

2
(x− 1

x
)− lnx

求导得

F ′(x) =
1

2
+

1

2x2
− 1

x

=
(x− 1)

2

2x2

可知，F ′(x)在 x > 0时恒大于 0，即原函数 F (x)在 x > 0上单调递增；注意到 F (1) = 0，

因此当 x > 1 时 F (x) > 0 即

h(x) > f(x)

当 x ∈ (0, 1) 时，有 F (x) < 0，即

h(x) < f(x)

当且仅当 x = 1 时，有 h(x) = f(x)。

飘带放缩最常见的用法是用来证明对数均值不等式，这也是高中最常用来证明对数
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均值不等式的方法，如下：

飘带放缩证明 ALG 证明：

a+ b

2
>

a− b

ln a− ln b >
√
ab

先证左边，设 a, b > 0 且 a > b，要证明 a+b
2
> a−b

ln a−ln b
即证：

ln a
b
> 2

a− b

a+ b

ln a
b
> 2

a
b
− 1

a
b
+ 1

令 t = a
b
, t > 1 即证：

ln t > 2
t− 1

t+ 1

作差构造函数并求导

f(t) = ln t− 2
t− 1

t+ 1

f ′(t) =
(t− 1)

2

t(t+ 1)
2

可以看出来当 t > 0 是 f ′(t) > 0，又因 f(1) = 0，即证：当 t > 1 时

ln t > 2
t− 1

t+ 1

ln a
b
> 2

a− b

a+ b
a+ b

2
>

a− b

ln a− ln b

当 b > a, 0 < a
b
< 1 时，有

ln t < 2
t− 1

t+ 1

带入 t = a
b
，注意到 t ∈ (0, 1), ln t < 0 可得：

ln a
b
< 2

a− b

a+ b
a+ b

2
>

a− b

ln a− ln b
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再来证明不等式右边：令 a > b 即证

ln a
b
<
a− b√
ab

ln a
b
<

a
b
− 1√
a
b

令 t2 = a
b
即证：

ln t < t2 − 1

2t

同样的作差构造并求导

f(t) = ln t− t2 − 1

2t

f ′(t) =
−t2 + t− 1

t2

不难知道，f ′(t) 在 t > 0 时恒成立 f ′(t) < 0，又因 f(1) = 0，因此可得当 t > 1 时有：

f(t) < 0

ln t < t2 − 1

2t
√
ab <

a− b

ln a− ln b

若令 0 < a < b 可以得到同样的结果；

□
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16 计数原理

计数原理属于组合数学里的东西，组合数学的题就是我们通常所说的“杂题”，在数

学竞赛中有些甚至与数论齐名的难度，这种题高考一般不会遇到，不过这个计数原理在我

们生活中是非常有用的，我觉得是为数不多对我们生活起直接作用的数学方法；可以将排

列组合应用于生物遗传计算、概率论等等，更方便的研究概率的东西。

16.1 加法和乘法原理

分类加法计数原理：完成一件事有两类不同方案，在第一类方案中有 m 种不同的方

法，在第二类方案中又 n 种不同的方法，那么完成这件事共有 N = m+n 种不同的方法。

可以推广为：完成一件事有 n 类不同的方案，在第 i 类有 mi 种不同的方法，则完成

这件事共有 N =
∑n

i=1mi 种不同的方法。

分步乘法计数原理：完成一件事需要两个步骤，做第一步有 n 不同的方法，做第二

步有 m 种不同的方法，则完成这件事共有 N = m · n 种不同的方法。
同样可以推广：完成一件事需要 n 个步骤，做第 i 步有 mi 不同的方法，则完成这件

事共有 N =
∏n

i=1mi 种不同的方法。

要分清楚“分类”和“分步骤”完成的区别，在它们结合在一起时先分类在明确步骤。

16.2 排列与组合

排列

♡

排列的定义：从 n 个不同的元素中取出 m(m ⩽ n) 个元素，按照一定的顺序

排成一列，叫做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的一个排列。

排列数：从 n 个不同元素中取出 m(m ⩽ n) 个元素的所有不同排列，这个的个数叫

做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的排列数，用符号 Am
n 表示。

阶乘：定义如果 n ∈ N+，则 n 的阶乘为
∏n

i=1 i，用 n! 表示；特别的 0! = 1。

排列数的一些公式：

排列数公式：Am
n = n(n− 1)(n− 2) . . . (n−m+ 1), n,m ∈ N+，并且 m ⩽ n，排列

数的公式可以写成：Am
n = n!

(n−m)!

全排列：将 n 个不同元素每一个都抽出来的一个排列叫全排列，这时全排列的排列

数为 An
n = n!
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组合

♡

组合的定义：一般地，从 n 个不同元素中取出 m(m ⩽ n) 个元素合成一组，叫

从 n 个不同元素中取出 m 个元素的一个组合。组合问题与元素的顺序无关。

组合数：从 n 个不同元素中取出 m(m ⩽ n) 个元素的所有不同组合，这个的个数叫

做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的组合数，用符号 Cm
n 表示，也有用

(
n
m

)
表示的，注

意上下顺序与前者相反。

组合数公式：

Cm
n =

Am
n

Am
m

=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n−m+ 1)

m!

还可以写成：Cm
n = n!

m!(n−m)!
，规定 C0

n = 1。

组合数具有性质：

1. Cm
n = Cn−m

n

2. Cm
n+1 = Cm

n + Cm−1
n

可以看出 Am
n = Cm

n ·Am
m，对于组合数我们可以简记，如 C3

100 =
100·99·98

1·2·3 ，把分式下面部

分给去掉就是排列数了。

16.3 二项式定理

(a+ b)
n
= C0

na
n + C1

na
n−1b+ · · ·+ Cn

nb
n, n ∈ N+

简记为：
n∏

i=1

(a+ b) =
n∑

i=0

Ci
na

n−ibi

左边我不用指数用求连乘积是为了更直观的体现，左边有 n 项，而右边有 n+ 1 项。

其中 Ci
n 叫做二项式系数。

通项：二项展开式中第 k + 1 项 Tk+1 = Ck
na

n−kbk, (0 ⩽ k ⩽ n, k ∈ N+) 叫做二项展

开式的通项。

二项式系数的性质

1. 对称性：与首末两端“等距离”的两个二项式系数相等，即 Ck
n = Cn−k

n 。

2. 增减性与最大值：当 k < n+1
2
时二项式系数是逐渐增大的，由对称性可知后面逐渐

减小，最大值在中间；
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(a) 当 n 是偶数时，中间的一项 C
n
2
n 为最大值。

(b) 当 n 为奇数时，中间的两项 C
n−1
2

n , C
n+1
2

n 相等且同时为最大值。

3. 各二项式系数的和，推导过程：

(1 + x)
n
= C0

n + C1
nx+ · · ·+ Cn

nx
n

令 x = 1 就得到：
n∑

i=0

Ci
n = 2n

16.4 补充

16.4.1 间接法

间接法相当于“求反”的思想，也叫正难则反，意思是如果直接去计算很麻烦的问题，

可以试着求它的反；用集合的思想比较容易理解，如我们要求的情况属于集合 A，又不好

直接求 A，可以用全集减去 A，如下图：

A

A

图 75: 间接法 1

对于单条件限制的问题，没什么重复的情况，不容易出错；但对于多条件限制的问题，

就需要考虑到重复减去的部分，用集合的观点也很好理解，下面举一个例子：六个人排成

一排，甲不能站最左边，乙不能站最右边，请问一共有多少种排法？

这个问题有两个条件限制，分别是“甲不能站最左边”、“乙不能站最右边”，我们用

间接法来解决此问题，将所有排列设为全集 Ω（无限制条件），不符合第一个限制条件的

排列组成集合 A, 不符合第二个限制条件的排列组成集合 B，这里应注意，存在既不符合

条件一，也不符合条件二的排列，也就是说 A、B 有交集，即“甲站最左边且乙站最右

边”的排列，我们要求的排列种数应为

|Ω| − |A
⋃
B|
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一开始不熟悉时容易写成

|Ω| − |A| − |B|

注意到有被重复减去的部分 |A
⋂
B|，所以应加上，即

|Ω| − |A| − |B|+ |A
⋂
B|

=6!− 5!− 5! + 4!

=504

用下图可更好的理解：

事件 A事件 B

全集 Ω

A ∩B

图 76: 间接法 2

当有更多条件限制时，应注意交集部分，用集合的思想去理解它，就不容易漏差情况。

16.4.2 捆绑法、插空法、隔板法

一、捆绑法

当遇到相邻问题时，可以把相邻的元素看作一个整体，再进行排列，这里需要注意的

是把相邻元素看作整体后，元素“层内”之间也有不同排序，这是容易漏掉的，下面结合

一个例题来理解：

e.g. 五个人排成一排，其中甲乙必须相邻，问有多少种排法？

甲 乙

图 77: 捆绑法
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如果把甲乙看作一个整体则有 4! 种排法，但考虑到甲乙“层内”的排序，结果应是

2! · 4!。
由上题可知，要点就是第一步把“层外”的排序完后，第二步考虑“层内”的排列情况。

二、插空法

当遇到不相邻问题时，除了用“捆绑 +间接”以外常用插空法，要点是第一步把无特
殊需求的元素进行排列，第二步将不能相邻的元素插入空，如有六个空插入两个人即 A2

6。

图 78: 插空法

当然插空法不止可以解决不相邻问题；当一组元素有一定顺序时，将其他元素插入，

需要注意插入元素的“相邻问题”，如果可以插入的元素可以相邻，那么空会越插越多，以

及注意第二步中元素是否相同，要用组合亦或排列。

其实不难看出当插入元素不相邻时就是“不相邻问题”，所以这是此问题更一般的情况。

三、隔板法

有一类问题是：将相同的元素放到不同集合；这时大部分情况可用隔板法。

隔板法就是这些相同的元素排成一列，然后用相同的板子隔开，使得板与板之间的元素归

于一个集合，如下图：

A1 A2 A5 A6 A7 A8A3 A4

图 79: 隔板法

这样，我们就可以解决一类问题“将 m个相同元素，放到 n个集合 xi, i = 1, 2, · · · , n
中，其中 n ⩽ m，一共有多少种放法”，我们将这类问题再细分一下，分为两种情况：

1. 每个集合中至少有一个元素

2. 允许有集合是空集

先来讨论第一种情况，对于第一种情况，将 m个元素排成一列，由于它们无异，所以

并不存在有无顺序的差别，这 m 个元素除去两端的空，元素之间夹着的空一共有 m− 1，

又因为要分成 n 个集合（也就是 n 个组），所以需要插入 n− 1 个板子；
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由插空法可知，我们需要在 m−1个空中选 n−1个空，且板子也无异，所以一共有 Cn−1
m−1

种分法15。

e.g. “将十个相同的球分到七个班里，问有几种分发？”
利用隔板法不难知道，一共分法为：

C7−1
10−1 = C6

9 = C3
9

我们可以用这个结论来解决不定方程 x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn = r(r ⩾ n) 的正整数解

的个数。这是一个隔板法一般化很重要一步，如果把 r 看作 r 个小球排成一排，那么 xi

可以看成有不定个数小球的集合，例如：

5 + 5 + 3 + 2 = 15

结合隔板法，对于不定方程 x1+x2+x3+ · · ·+xn = r(r ⩾ n)的正整数解的个数有: Cn−1
r−1

现在讨论第二种情况，也就是问题不变，但允许有空集，如果用分类的方法就会麻烦

很多，那我们不妨先给每个集合各一个元素（元素相同），这样一来不管怎么分配都不会

出现空集的情况，且又回到我们熟悉的情况一中了。

e.g. 求“不定方程 x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn = r(r ⩾ n) 的非负整数解的个数”，给每

个集合加一个“球”，就会为：

x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn = r

(x1 + 1) + (x2 + 1) + (x3 + 1) + · · ·+ (xn + 1) = r + n

故一共有 Cn−1
r+n−1 = Cr

r+n−1 种非负整数解。

我们可以把解决这个不定方程的方法和思想类比为现实问题，就如 m 个小球放入 n

个集合中，允许又空集的情况下问有多少种放法。

16.4.3 定序问题

像是“六个人排成一排，乙必须在甲左边”，让它更一般化“n 个元素排列，其中 m

个元素顺序确定”，这类问题叫做定序问题；

对于定序问题常用的处理方法叫做“缩倍法”，下面举一个例子：六个人排成一排，其中

甲必须在乙左边，问有多少种排法？

我们知道，无视任何规则，六个人一共有 A6
6 种排法，也就是 6! 种排法，但甲必须在

15注意看这里是
(
m−1
n−1

)
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乙的左边，所以进行缩倍处理除以 A2
2

A6
6

A2
2

=
6!

2!
= 360

也就是一共有 360 种排法。
我认为缩倍法的本质就是“排列数”到“组合数”的过程，想一想，“定序”无非是只

取排列的一种情况，就如上例中甲和乙的关系，甲乙两个元素全排列为 A2
2，无非是“甲，

乙”和“乙，甲”两种排列，而我们只需要其中的一种，所以对于六个人的全排列除以 A2
2，

取其中“甲，乙”的排列。

如果你理解了上述的例子，那我把一般情况的定序问题改一下，变成“n个元素排列，

其中 n 个元素顺序确定”，这不就只有一种情况吗，如果再改一下，变成“从 N 个元素

里取 n 个元素，其中 n 个元素顺序一定”，可以看出上述两个例子写成数学公式就是：

An
n

An
n

= 1

An
N

An
n

= Cn
N

这两个例子可以看出定序问题，与排列数推导到组合数之间的联系。

e.g. 如果六个人排队，求下列情况的排列种数：

1. 甲在乙左边，丙在乙左边。

2. 甲在乙左边，丙在甲左边。

首先六个人全排列一共有 A6
6 种排法，而这两个问题就是甲乙丙三人的定序问题；

对于 1、甲乙丙间一共有 A3
3 种排法，而符合条件的只有一种，即“甲，乙，丙”，所

以一共有 A6
6

A3
3
种排法。

对于 2、符合条件的有“甲，乙，丙”、“甲，丙，乙”这两种排法，所以我们需要的
是 A3

3 中的其中两种，也就是一共有 2A6
6

A3
3
种排法。

如果有多重定序，比如说“六个人排队，甲在乙左边，丙在丁左边”这种问题，只需

分步缩倍就好，即先算甲在乙左边的情况，得到的情况再算丙在丁左边的情况，最后得到
A6

6

A2
2·A2

2
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16.4.4 分组分堆

分组分堆问题主要考察到对于排列组合的理解，当将 n 个不同的元素分到 m 个组中

（m ⩾ n），当这 m 个组有区别时，即可以表示成 m1,m2, . . . ,mm 个组，那么对每个组分

配元素的问题可以直接使用分步乘法计数原理，第一步将 a 个元素分配到 m1 组中，第

二部将 b 个元素分配到 m2 组中，直到最后将 n 个元素分配到这 m 个组中即可。

当 m 个组无区别时，即“分成 m 组、分成 m 堆”的情况时，要特别注意“平均分

组”的问题，平均分组意味着有 a 个组中存在同样的元素数，例如“将 7 本书分成三堆，
一堆三本，一堆两本，一堆两本”，由于组与组之间无异，所以需要进行“消序”处理。

例如：将 23 本不同的书分成六堆，其中一堆七本、两堆各五本、三堆各两本，问一
共有多少种分法。

为了方便理解，我们先将这六堆分别编上号，即为 m1,m2, · · · ,m6，令 m1 堆中放入 7本，
m2,m3 堆中放入都是 5 本，m4,m5,m6 堆中放入的是 2 本。这时只需用分步乘法计数原
理即可算出一共有多少种分配方法：

C7
23 · C5

16C
5
11 · C2

6C
2
4C

2
2

由于原题中这六堆无异16，所以进行消序处理：

C7
23 ·

C5
16C

5
11

A2
2

· C
2
6C

2
4C

2
2

A3
3

请理解上述例题，其实就是将排列转换为组合的过程，包括此类题型的衍生“先分后

派”问题，不过是将组合又进行排列了。

16.4.5 圆排列

定理

♠
设有 n 个元素圆排列，则一共有 (n− 1)! 种排列方法。

直观的来理解，若有 n 个人手拉手围成一个圈，则当某相邻的两个人放手时，就变

成了直线排列，同一圆排列相邻两人放手的方式有 n 种（可以结合多边形的欧拉公式来

理解），因此 n 个元素圆排列一共有

n!

n
= (n− 1)!

16这里说的是堆与堆之间无异，而不是每堆放的书的个数无异
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(n− 1)! 种排列方法。

□

16.4.6 杨辉三角

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

C0
n C1

n · · · · · · · · · Cn−1
n Cn

n

第零行

第一行

第二行

第三行

第四行

· · ·

第 n 行

图 80: 杨辉三角

上图为杨辉三角，通过杨辉三角我们可以直观的得到一些组合数的性质；

不难看出，每个数字都是由该数字上一行的相邻两个数加起来得到，如果我们从左至

右编号，可以得到第 N 行第 n 项是由第 N − 1 行的第 n 项加上 n− 1 项得到的，倘若

第 N 行第 n 项没有数字，则将该项视为 0，例如第三行第 3 项是由 1 + 0 得到的。

将行数推广到第 n 行后，我们发现这一行有 n+ 1 项，第 i 项 (i = 1, 2, . . . , n) 可以

由 Ci
n 表示，简单的解释是因为 Cm

n = Cm
n−1 +Cm−1

n−1 ，满足刚刚讲得“每个数字都是由该

数字上一行的相邻两个数加起来得到的”这一条件，所以杨辉三角和组合数是“等价”关

系。

16.4.7 染色问题

染色问题最常用的通法就是推理、演绎、分类讨论，或者说“模拟过程，跳个分类”，

下面我结合一道例题来诠释通法的过程：

e.g. 给图中 A,B,C,D,E, F 六块区域染色，每个区域染一种总颜色，且相邻区域不

同色，有四种颜色可选，一共有多少种染色方法？

首先模拟过程，即演绎，我们先给 E 区域染色，一共有 4 种颜色可以选，与 E 区域

相邻的区域有 4 个，都会受到影响，因此我们进行跳格分类；
本题中只有 C 区域不与 E 区域相邻，因此我们对此进行分类：

1. C 区域与 E 区域同色。
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BA

C

E

D F

图 81: 一例染色问题

2. C 区域与 E 区域不同色。

对于情况 1，其余区域都与 C 区域相邻，因此随意对一个区域染色，它有 3 种染法，例
如对 A 区域有 3 种染法，继续分析，与 A 跳格的 F 区域没有染色，因此需要分类：

1. A 区域与 F 区域同色。

2. A 区域与 F 区域不同色。

对于情况 1.1，区域 B 相邻区域都已经确定，故有两种染法，D 区域也有两种染法；因此

对于情况 1.1 共有 4× 3× 2× 2 = 48 种；

对于情况 1.2，F 有两种染法，B,D 都区域只有一种染法，所以有 4× 3× 2 = 24 种；

对于情况 2，对 A 区域有两种染法，与上面的做法一样，对它跳格分类：

1. A 区域与 F 区域同色。

2. A 区域与 F 区域不同色。

对于情况 2.1，B,D 区域都只有一种染法，所以有 4× 3× 2 = 24 种；

对于情况 2.2，B,D 区域相邻部分都有四种颜色，因此无法染色，所以不可能染色。
综上，一共有

48 + 24 + 24 = 96

种染法。

以上的通法可以解决高中阶段绝大部分的染色问题，当一个点（区域）模拟过程中不

好分类时，换一个点去讨论可能会更方便。

下面讨论一种特殊的染色情况：对 n 个首尾相连的区域染色，每个区域只能染一种

颜色，相邻区域必须不同色，有 m 种颜色可以染，那么一共有多少种方案？

实际上，以上命题可以等价为：m 个人传球，第 n+1 次传球时球回到第一次传球的

人的脚下。
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1
2

3

4

5
· · · · · ·

· · ·
· · ·
· · ·

· · ·
n

图 82: 环形染色

我们构造一个数列使得第 n 个区域的颜色有 an 中染法；易知第一个区域有 m 种染

法，第二个区域就有 m− 1 种染法，因此有：

an = m(m− 1)
n−1

不过稍加思考我们会发现，以上式子没有考虑到第 n个区域与第一个区域同色的情况，为

了避免同色的情况，我们应该考虑相邻两项的染色方法，也即：an + an−1，易知第一个

区域与第二个区域有 m(m− 1) 种染法，第二个区域与第三个区域有 m(m− 1)
2
种染法，

易推：

an + an−1 = m(m− 1)
n−1

这样，当取到第 n 以及 n + 1 个区域时就考虑到首尾同色的情况了，下面我们对上面的

递推式求通项：

an = −an−1 +m(m− 1)
n−1

an
(−1)

n =
an−1

(−1)
n−1 −m(1−m)

n−1

这里构造了一个可以用累加法的数列，令 bn = an

(−1)n
，则有

bn − bn−1 = −m(1−m)
n−1

n∑
i=3

(bn − bn−1) = (1−m)
n − (m− 1)

2

bn = b2 + (1−m)
n − (m− 1)

2

bn = (1−m)
n
+m− 1

an = (m− 1)
n
+ (m− 1)(−1)

n

综上得到染法种数。
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16.4.8 范德蒙德卷积

定理

♠

范德蒙德卷积公式

k∑
i=1

(
n

i

)(
m

k − i

)
=

(
n+m

k

)

先从直观示例理解这个公式，在一个大小为 m+ n 的集合中选 k 个数，等价于把这

个集合拆分成两个集合，大小分别为 m,n，从 n 中取出 i 个数，再从 m 中取 k − i 个数

的方案个数。

m n

图 83: 范德蒙德卷积

当然可以用代数来证明：

m+n∑
k=0

(
n+m

k

)
xk = (1 + x)

n+m

= (1 + x)
n
(1 + x)

m

=
n∑

r=0

(
n

r

)
xn

m∑
s=0

(
m

s

)
xm

=
m+n∑
k=0

n∑
r=0

(
n

r

)(
m

k − r

)
xk

即有：
k∑

i=0

(
n

i

)(
m

k − i

)
=

(
n+m

k

)
□
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17 随机变量

这一章没啥好说的，高考试卷每次固定出一道概统大题，新教材加了全概率公式和贝

叶斯公式，通常会在概统题里给出公式,22 年新一卷可以看出，这道大题会有比较大量的
计算，拉高做题的时间成本。这一章内容的顺序我不是按教材书上的编排来写的，我把随

机变量的数字特征放到了后面，方便复习时查看它们的性质。

这一章属于概率论的基本概念，因此也会有比较严格的定义，对于全概率公式和贝叶

斯公式等想进一步了解的可以看“概率论与数理统计”的书。

17.1 条件概率与独立事件

概率论的研究常常将集合论作为工具进行研究，用集合论的视角来理解这些定义定理

会比记文字牢靠得多，特别是用 Venn图“数形结合”的记忆，会比被概念牢靠（个人经验）

条件概率定义

♡

条件概率：在事件 A 发生的
条件下，事件 B 发生的条件概率，用
P (B|A) 表示，有

P (B|A) = P (AB)

P (A)

请理解 P (AB) 与 P (B|A) 的不
同。

P (B|A) = n(AB)

n(A)
, P (AB) =

n(AB)

n(Ω)

事件 A事件 B

全集 Ω

A ∩B

图 84: 条件概率

显然 P (A) > 0；结合图像，P (B|A), P (AB) 的不同在于它们的“基底”不同，前者

是以所有发生了事件 A 的样本点的集合为基底，而后者是以全集 Ω 为基底。

不能验证，条件概率 P (·|A) 满足三个条件：

1. 非负性：对于每一个事件 B，有 P (B|A) ⩾ 0

2. 规范性：对于必然事件 S，有 P (S|A) = 1
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3. 可列可加性：设 Bi, i = 1, 2, . . . , n 是两两互不相容的事件，则有：

P (
∞⋃
i=1

Bi|A) =
∞∑
i=1

P (Bi|A)

定理

♠

若等式两边同乘 P (A)，我们可以得到乘法定理：

设 P (A) > 0，则有

P (B|A) · P (A) = P (AB) (1)

推论

♢

(1) 式可推广到多个事件积的情况，设 Ai(i = 1, 2, . . . , n) 为 n 个事件，

n ⩾ 2，且 P (A1A2 · · ·An) > 0，则有：

P (A1A2 · · ·An) = P (An|A1 · · ·An−1)P (An−1|A1 · · ·An−2) · · ·P (A2|A1)P (A1)

P (
n∏

i=1

Ai) = P (A) ·
n∏

j=2

P (Aj |
j−1∏
i=1

Ai) (2)

(2) 式是我自己化简的，感觉不太巧妙……

如果 A,B 相互独立，由独立的定义可知 P (AB) = P (A)P (B)，则：

P (B|A) = P (A) · P (B)

P (A)

P (B|A) = P (B)

这告诉我们如果事件 A,B 相互独立，互不干涉，则事件 B 发生在事件 A 发生的条件下

的概率就是事件 B 发生的概率，这句话读起来拗口，读者理解即可。

如果事件 B，C 互斥，则有：

P (B ∪ C|A) = P (B|A) + P (C|A)

结合 Venn 图更好理解，特别的，当事件 B,C 互为对立事件时，即 PB ∪ C = 1，由条

件概率的规范性可知：P (B ∪ C|A) = 1，读者可自行证明。
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定义

♡

设 S 为试验 E 的样本空间，B1, B2, . . . , Bn 为 E 的一组事件，若：

i. BiBj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , n；

ii. B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bn = S

则称 B1, B2, . . . , Bn 为样本空间 S 的一个划分。

在高中教材没有严格定义“划分”，但这个概念有助于我们理解接下来的全概率公式

和贝叶斯公式。

定理

♠

设试验 E 的样本空间为 S，B 为 E 的事件，A1, A2, . . . , An 为 S 的一个划分，

且 P (Ai) > 0(i = 1, 2, . . . , n)，则

P (B) =
n∑

i=1

P (Ai)P (B|Ai) (17.1)

(17.1) 式被称为全概率公式。

很多实际问题中的 P (B)不容易直接求得，但容易找到 S 的一个划分 A1, A2, . . . , An，

且 P (Ai) 和 P (B|Ai) 容易求得，那么可根据全概率公式求出 P (B)。

证明：因为

B = BS = B(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An)

= BA1 ∪BA2 ∪ · · · ∪BAn

由假设 P (Ai) > 0(i = 1, 2, . . . , n)，且 (BAi)(BAj) = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , n 得到

P (B) = P (BA1) + P (BA2) + · · ·+ P (BAn)

= P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + · · ·+ P (An)P (B|An)

=
n∑

i=1

P (Ai)P (B|Ai)

□
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定理

♠

设试验 E 的样本空间为 S，B 为 E 的事件，A1, A2, . . . , An 为 S 的一个划分，

且 P (B) > 0, P (Ai) > 0(i = 1, 2, . . . , n)，则

P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)

P (B)
=

P (Ai)P (B|Ai)∑n
k=1 P (Ak)P (B|Ak)

, i = 1, 2, . . . , n (17.2)

(17.2) 式称为贝叶斯公式。

贝叶斯公式刻画了 P (B|Ai) 与 P (Ai|B) 的关系，下面来证明贝叶斯公式。

证明：由条件概率的定义以及全概率公式即可得：

P (Ai|B) =
P (AiB)

P (B)

=
P (Ai)P (B|Ai)∑n

k=1 P (Ak)P (B|Ak)
, i = 1, 2, . . . , n

□

17.2 离散型随机变量及其分布列

对于随机试验样本空间 Ω 中每个样本点 ω，都有唯一实数 X (ω)与之对应，称 X 为

“随机变量”。

离散型随机变量：可取值为有限个或可列无限多个的随机变量，但在高中一般只讨论

有限个取值的情况。

离散型随机变量 X 可能取不同的值为 xi, (i = 1, 2, . . .)，X 取各个可能的值的概率，

即事件 X = xi 的概率为：

P (X = xi) = pi, i = 1, 2, . . . (17.3)

由概率的定义，pi 满足下列两个条件：

1. pi ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , n

2.
∑∞

i=1 pi = 1

在高中一般不考虑取值为可列无限多个的情况，因为没有学过级数的东西，因此高中

的定义只需取到有限值就行，如 (17.3) 式改成 P (X = xi) = pi, i = 1, 2, . . . , n；另外看到

∞ 符号就换成 n 即可。
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(17.3) 式称为 X 的概率分布列，简称为分布列17，也可以用表格表示：

X x1 x2 . . . xn . . .

P p1 p2 . . . pn . . .

可知
∞∑
i=1

pi = 1

两点分布

设随机变量 X 只可能取 0 与 1 两个值，它们的分布列为

P (X = k) = pk(1− p)
1−k

, k = 0, 1 (0 < p < 1)

则称 X 服从以 p 为参数的 (0− 1) 分布或两点分布。

两点分布的分布列也可以写成：

X 0 1
pk 1− p p

17.2.1 伯努利试验、二项分布

设试验 E 只有两个可能的结果：A以及 A，则称 E 为伯努利试验，设 P (A) = p (0 <

p < 1)，此时 P (A) = 1− p, 将 E 独立重复地进行 n 次，则称这一串重复的独立试验为n

重伯努利试验。其中：

1.“重复”是指每一次试验中 P (A) = p (概率相同)；

2.“独立”是指各次试验结果相互独立，即

P (
n∏

i=1

Ai) =
n∏

i=1

P (Ai)

一般地，在 n 重伯努利试验中，设每次试验中事件 A 发生的概率为 p(0 < p < 1)，

用 X 表示 A 发生的次数，则 X 的分布列为

P (X = k) = Ck
np

k(1− p)
n−k

, k = 0, 1, 2, . . . , n

17有些书中称为分布律
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如果有以上形式的，则称 X 服从二项分布，记作 X ∼ B(n, p)。

显然
n∑

k=0

P (X = k) =
n∑

k=0

Ck
np

k(1− p)
n−k

= [p+ (1− p)]
n
= 1

特别的，当 n = 1 时，就是 (0− 1) 分布

17.2.2 超几何分布

一般地，设一批产品有 N 件，其中有 M 件是次品，从 N 件中随机抽取 n 件 (不
放回)，用 X 表示抽取 n 件的次品数，X 分布列为 P (X = k) =

Ck
MCn−k

N−M

Cn
N

, k = m,m +

1,m+ 2, . . . , r ，其中

n,N,M ∈ N+,M ⩽ N,n ⩽ N

m = {0, n−N +M}max, r = {n,M}min

如过有以上形式，则称 X 服从超几何分布，记 X ∼ H(N,n,M)。

令 p = M
N
，则 p 是次品率，X

n
是抽取 n 件中的次品率。

17.3 随机变量的分布函数

分布函数是高中教材中没有明确定义的，但这和正态密度函数的概念息息相关。

对于非离散型随机变量 X，由于其可能的取值不能一一列举，因而就不能像研究离

散型随机变量一样用分布列来研究；

另外，我们通常遇到的非离散型随机变量取任一实数值的概率都为 0，因此我们转而
研究随机变量所取的值落在一个区间 (x1, x2] 的概率：P{x1 < X ⩽ x2}，但由于

P{x1 < X ⩽ x2} = P{X ⩽ x2} − P{X ⩽ x1}

所以我们只需要知道 P{X ⩽ x2} 和 P{X ⩽ x1} 就可以了，下面引入随机变量的分布函
数的概念。

分布函数的定义

♡

设 X 是一个随机变量，x 是任意实数，函数

F (x) = P{X ⩽ x},−∞ < x <∞

F (x) 称为 X 的分布函数
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对于任意实数 x1, x2(x1 < x2)，有

P{x1 < X ⩽ x2} = P{X ⩽ x2} − P{X ⩽ x1}

= F (x2)− F (x1)

因此，若已知随机变量 X 的分布函数，那么就可以知道 X 落在区间 (x1, x2] 的概率；分

布函数是一个普通的函数，通过它，我们将能用数学分析的方法来研究随机变量。

若将 X 看成数轴上的随机点坐标，那么，分布函数 F (x) 在 x 处的函数值就表示 X

落在区间 (−∞, x] 上的概率；

分布函数具有以下的基本性质：

1. F (x) 是一个不减函数

对于任意实数 x1, x2(x1 < x2) 有

F (x2)− F (x1) = P{x1 < X ⩽ x2} ⩾ 0

2. 0 ⩽ F (x) ⩽ 1，且

F (−∞) = lim
x→−∞

= 0, F (∞) = lim
x→∞

= 1

3. F (x+ 0) = F (x)，即 F (x) 是右连续的。

反之，可证具备以上性质的函数 F (x) 必是某个随机变量的分布函数。

17.4 连续型随机变量

定义

♡

一般，如果对于随机变量 X 的分布函数 F (x)，存在非负可积函数 f(x)，使对

于任意实数 x 有

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt

则称 X 为连续型随机变量，f(x) 称为 X 的概率密度函数，简称概率密度。

由定义可知，概率密度 f(x) 具有以下性质：

1. f(x) ⩾ 0

2.
∫∞
−∞ xdx = 1
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3. 对于任意函数实数 x1, x2(x1 ⩽ x2)，

P{x1 < X ⩽ x2} = F (x2)− F (x1) =

∫ x1

x2

f(x)dx

4. 若 f(x) 在点 x 处连续，则有 F ′(x) = f(x)

反之，若 f(x) 具备性质 1、2，引入 G(x) =
∫ x

−∞ f(t)dt，它是某一随机变量 X 的的分布

函数，f(x) 是 X 概率密度。

需要指出的是，对于连续型随机变量 X 来说，它取任一指定的实数值 a 的概率均

为 0，即 P{X = a} = 0，事实上，设 X 的分布函数为 F (x), δx > 0，则由 {X = a} ⊂
{a− δx < X ⩽ a} 得

0 ⩽ P{X = a} ⩽ P{a− δx < X ⩽ a} = F (a)− F (a− δx)

在上述不等式中令 δx→ 0，并注意到 X 为连续型随机变量，其分布函数 F (x) 是连续的，

即得

P{X = a} = 0

据此，在计算连续型随机变量落在某一区间的概率时，可以不必区分该区间的开闭或半

开，例如有

P{a < X ⩽ b} = P{a ⩽ X ⩽ b} = P{a < X < b}

在这里，事件 {X = a} 并非不可能事件，但有 P{X = a} = 0，就是说，若 A 是不

可能事件，则有 P (A) = 0；反之，若 P (A) = 0，并不一定意为着 A 是不可能事件。

以后当我们提到一个随机变量 X 的“概率分布”时，指的是它的分布函数；或者，当

X 是连续型随机变量时，指的是它的概率密度，当 X 是离散型随机变量时，指得是它的

分布列。

下面我们介绍高中唯一涉及的连续型随机变量————正态分布

定义

若连续型随机变量 X 的概率密度为

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R

其中 µ ∈ R, σ > 0 为常数，则称 X 服从参数为 µ, σ 正态分布或高斯分布，记为
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X ∼ N(µ, σ2)。

显然 f(x) ⩾ 0，下面来证明
∫∞
−∞ f(x)dx = 1，令 x−µ

σ
= t，得到∫ ∞

−∞

1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2 dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−t2

2 dt

记

I =

∫ ∞

−∞
e−t2

2 dt

则有

I2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e

−(t2+u2)
2 dtdu

利用极坐标将它们化成累次积分，得到

I2 =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

re−r2

2 drdθ = 2π

而 I > 0，故 I =
√
2π，既有

∵
∫ ∞

−∞
e−t2

2 dt =
√
2π

∴ 1

σ
√
2π

∫ ∞

−∞
e−

(x−µ)2

2σ2 dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−t2

2 dt = 1

参数 µ, σ 的意义在下一节说明，f(x) 的图像具有以下性质：

1. 曲线关于 x = µ 对称，这表明对于任意 h > 0 有

P{µ− h < X ⩽ µ} = P{µ < X ⩽ µ+ h}

2. 当 x = µ 时取得最大值

f(µ) =
1

σ
√
2π

x 离 µ 越远，f(x) 的值越小。

在 x = µ ± σ 处曲线有拐点，曲线以 Ox 轴为渐近线；f(x) 的最值以及拐点可以通

过求函数的一、二阶导来证明，这里作为读者的课后习题。

另外如果固定 σ，改变 µ 值，图像只会水平移动，而不改变形状，因此 µ 也被称作
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位置参数。如果固定 µ，改变 σ，由 f(µ) = 1
σ
√
2π
可知，σ 越小时图像变得越尖，因而 X

落在 µ 附近的概率越大。

不难知道，X 的分布函数为

F (x) =
1√
σ2π

∫ x

−∞
e

−(t−µ)2

2σ2 dt

特别的, 当 µ = 0, σ = 1 时，称随机变量 X 服从标准正态分布，其概率密度和分布函数

分别用 φ(x),Φ(x) 表示，即有

φ(x) =
1√
2π

e− x2

2

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2

2 dt

易知，Φ(−x) = 1− Φ(x)。

一般，若 X ∼ N(µ, σ2)，我们只需通过一个线性变换就能将它化成标准正态分布

引理

♣
若 X ∼ N(µ, σ2)，则 Z = X−µ

σ
∼ N(0, 1)

证明：Z = X−µ
σ
的分布函数为

P{Z ⩽ x} = P{X − µ

σ
⩽ x} = P{X ⩽ µ+ σx}

=
1

σ
√
2π

∫ µ+σx

−∞
e

−(t−µ)2

2σ2 dt

令 t−µ
σ

= u，得到

P{Z ⩽ x} =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2

2 du = Φ(x)

由此知 Z = X−µ
σ

∼ N(0, 1)

□
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设 X ∼ N (µ, σ2)，有 Φ(x) 的函数表18能得到

P (µ− σ ⩽ X ⩽ µ+ σ) = Φ(1)− Φ(−1)

= 2Φ(1)− 1 ≈ 0.6827

P (µ− 2σ ⩽ X ⩽ µ+ 2σ) = Φ(2)− Φ(−2) ≈ 0.9545

P (µ− 3σ ⩽ X ⩽ µ+ 3σ) = Φ(3)− Φ(−3) ≈ 0.9973

可以看出，尽管正态变量的取值是 (−∞,∞)，但它落在 (µ − 3σ ⩽ X ⩽ µ + 3σ) 内

几乎是肯定的事，这被称为“3σ 原则”或“3σ 法则”。

17.5 随机变量的数字特征

17.5.1 数学期望

定义

设离散型随机变量 X 的分布列为

P{X = xk} = pk, k = 1, 2, . . .

若级数
∞∑
k=1

xkpk

绝对收敛，则称级数
∑∞

k=1 xkpk 的和为随机变量 X 的数学期望，记为 E(X)，即

E(X) =
∞∑
k=1

xkpk

设连续型随机变量 X 的概率密度为 f(x)，若积分∫ ∞

−∞
xf(x)dx

绝对收敛，则称积分
∫∞
−∞ xf(x)dx的值为随机变量 X 的数学期望，记为 E(X)，即

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx

18人们编制了 Φ(x) 的函数表，可供查用
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数学期望简称期望，又称均值。

在高中，只学习离散型随机变量的数字特征，高中对于数学期望的定义是：

E(X) =
n∑

i=1

xipi

定理

♠

设 Y 是随机变量 X 的函数：Y = g(X)（g 是连续函数）

1. 如果 X 是离散型随机变量，它的分布列为 P{X = xk} = pk, k = 1, 2, . . . 若

∞∑
k=1

g(xk) = pk

绝对收敛，则有

E(Y ) = E[g(X)] =
∞∑
k=1

g(xk) = pk

2. 如果 X 是连续型随机变量，它的概率密度为 f(x)，若∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx

绝对收敛，则有

E(Y ) = E[g(X)] =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx

这个定理的重要意义在于当我们求 E(Y ) 时，不必算出 Y 的分布列或概率密度，而

只需要利用 X 的分布列或概率密度就可以了。

推论

上述定理还可以推广到两个或两个以上随机变量的函数情况，

设 Z 是随机变量 X,Y 的函数 Z = g(X,Y )（g 是连续函数），那么 Z 是一个
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一维随机变量，若二维随机变量 (X,Y ) 的概率密度为 f(x, y)，则有：

E(Z) = E[g(X,Y )] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x, y)f(x, y)dxdy

这里设上式右边的积分绝对收敛，又若 (X,Y ) 为离散型随机变量，其分布列为

P{X = xi, Y = yj} = pij(i, j = 1, 2, . . .) 则有

E(Z) = E[g(X,Y )] =
∞∑
j=1

∞∑
i=1

g(xi, yi)pij

这里也设上式右边的级数绝对收敛。

现在来证明数学期望的几个重要性质，以下设所遇到的随机变量的数学期望存在。

1. 设 C 是常数，则有 E(C) = C

2. 设 X 是一个随机变量，C 是常数，则有 E(CX) = CE(X)

3. 设 X,Y 是两个随机变量，则有

E(X + Y ) = E(X) + E(Y )

这一性质可以推广到任意有限个随机变量之和的情况。

4. 设 X,Y 是相互独立的随机变量，则有

E(XY ) = E(X)E(Y )

这一性质可以推广到任意有限个相互独立的随机变量之积的情况。

这里只对离散型随机变量的情况加以证明，性质 1、2 显然成立；
设二维随机变量 (X,Y ) 的分布列为 P{X = xi, Y = yj} = pij(i, j = 1, 2, . . .)

E(X + Y ) =
∞∑
j=1

∞∑
i=1

(xi + yj)pij

=
∞∑
j=1

∞∑
i=1

xipij +
∞∑
j=1

∞∑
i=1

yipij

= E(X) + E(Y )
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□
性质 3 得证；
又若 X 和 Y 相互独立

E(XY ) =
∞∑
j=1

∞∑
i=1

xiyipij

=
∞∑
j=1

∞∑
i=1

xipiyipj

=
∞∑
i=1

xipi

∞∑
j=1

yjpj

= E(X)E(Y )

□
性质 4 得证。
在高中阶段，只需掌握

E(aX + b) = aE(X) + b

17.5.2 方差

定义

♡

设 X 是一个随机变量，若 E{[X − E(X)]
2} 存在，则称 E{[X − E(X)]

2} 为
X 的方差，记为 D(X) 或 Var(X)，即

D(X) = Var(X) = E{[X − E(X)]
2}

在应用上还引入量
√
D(X)，记为 σ(X)，称为标准差或均方差

按照定义，随机变量X 的方差表达了X 的取值与其数学期望的偏离程度，因此D(X)

是刻画 X 取值分散程度的一个量，D(X)越小意为着 X 的取值比较集中在 E(X)的附近。

对于离散型随机变量有

D(X) =
∞∑
k=1

[xk − E(X)]
2
pk

其中 P{X = xk} = pk, k = 1, 2, . . . 是 X 的分布列；
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对于连续型随机变量有

D(X) =

∫ ∞

−∞
[x− E(X)]

2
f(x)dx

其中 f(x) 就是 X 的概率密度。

随机变量 X 的方差可以按下列公式计算

定理

♠
D(X) = E(X2)− [E(X)]

2

证明：由数学期望的性质可知

D(X) = E[X − E(X)]
2
= E{X2 − 2XE(X) + [E(X)]

2}

= E(X2)− 2E(X)E(X) + [E(X)]
2

= E(X2)− [E(X)]
2

□
现在来证明方差的几个重要性质

1. 设 C 是常数，则 D(X) = 0

2. 设 X 是随机变量，C 是常数，则有

D(CX) = C2D(X), D(X + C) = D(X)

3. 设 X,Y 是两个随机变量，则有

D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) + 2E{(X − E(X))(Y − E(Y ))}

特别的，若 X,Y 相互独立，则有

D(X + Y ) = D(X) +D(Y )

这一性质可以推广到任意有限个相互独立的随机变量之积的情况。

4. D(X) = 0 的充要条件是 X 以概率 1 取常数 E(X)，即

P{X = E(X)} = 1
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证明：

对于性质 1

D(C) = E{[C − E(C)]
2} = 0

□
对于性质 2

D(CX) = E{[CX − E(CX)]
2}

= C2E{[X − E(X)]
2}

= C2D(X)

以及

D(X + C) = E{[X + C − E(X + C)]
2}

= E{[X − E(X)]
2}

= D(X)

□
对于性质 3

D(X + Y ) = E{[X + Y − E(X + Y )]
2}

= E{[(X − E(X)) + (Y − E(Y ))]
2}

= E{[X − E(X)]
2}+ E{[Y − E(Y )]

2}

+ 2E{[X − E(X)][Y − E(Y )]}

= D(X) +D(Y ) + 2E{[X − E(X)][Y − E(Y )]}

注意到

2E{[X − E(X)][Y − E(Y )]}

= 2E{XY −XE(Y )− Y E(X) + E(X)E(Y )}

= 2{E(XY )− E(X)E(Y )− E(Y )E(X) + E(X)E(Y )}

= 2{E(XY )− E(X)E(Y )}
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若 X,Y 相互独立，可知 2{E(XY )− E(X)E(Y )} = 0，于是

D(X + Y ) = D(X) +D(Y )

□
在高中阶段，只需掌握

D(X) = E(X2)− [E(X)]
2

D(aX + b) = a2D(X)

设随机变量 X 具有两点分布，其分布列为

P{X = 0} = 1− p, P{X = 1} = p

则有

E(X) = p, D(X) = p(1− p)

证明：

E(X) = 0 · (1− p) + 1 · p = p

E(X2) = 02 · (1− p) + 12 · p = p

D(X) = E(X2)− [E(X)]
2
= p(1− p)

□
知道数学期望以及方差的概念后，现在来求二项分布的数学期望与方差；

定理

♠

设随机变量 X ∼ B(n, p)，E(X), D(X) 分别为数学期望与方差，有：

E(X) = np

D(X) = np(1− p)

证明：

由二项分布的定义可知，随机变量 X 是 n 重伯努利试验中事件 A 发生的次数，且
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在每次试验中 A 发生的概率为 p，引入变量

Xk =

{
1, A在第 k 次试验发生,

0, A在第 k 次试验不发生,
k = 1, 2, . . . , n

易知

X = X1 +X2 + · · ·+Xn 1

由于 Xk 只依赖于第 k 次试验，而各次试验相互独立，于是 X1, X2, . . . , Xn 相互独立，又

知 Xk, k = 1, 2, . . . , n 服从同一两点分布

Xk 0 1
pk 1− p p

(1)式表明，以 n, p为参数的二项分布变量，可分解成为 n个相互独立且都服从以 p为参

数的两点分布的随机变量之和；所以有 E(Xk) = p, D(Xk) = p(1− p), k = 1, 2, . . . , n 故

E(X) = E(
n∑

k=1

Xk)

=
n∑

k=1

E(Xk) = np

又由于 X1, X2, . . . , Xn 相互独立，则

D(X) = D(
n∑

k=1

Xk)

=
n∑

k=1

D(Xk) = np(1− p)

综上，

E(X) = np, D(X) = np(1− p)

□

下面来求超几何分布的数学期望与方差；

定理

设随机变量 X ∼ H(N,n,M)，P (X = k) =
Ck

MCn−k
N−M

Cn
N

, k = 0, 1, 2, . . . , n，
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E(X), D(X) 分别是数学期望和方差，有

E(X) =
nM

N

D(X) =
nM(N − n)(N −M)

N2(N − 1)

证明：

引理

♣

k

(
M

k

)
=M

(
M − 1

k − 1

)
kCk

M =MCk−1
M−1

组合数的意义展开即证。

先证明 E(X)：

E(X) =
n∑

k=0

kCk
MC

n−k
N−M

Cn
N

=
M

Cn
N

n∑
k=1

(Ck−1
M−1C

n−k
N−M )

=
MCn−1

N−1

Cn
N

=
nM

N
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再来，对于 E(X2)：

E(X2) =
n∑

k=0

k2Ck
MC

n−k
N−M

Cn
N

=
M

Cn
N

n∑
k=1

[kCk−1
M−1C

n−k
N−M ]

=
M

Cn
N

(
n∑

k=1

[
(k − 1)Ck−1

M−1C
n−k
N−M

]
+

n∑
k=1

[
Ck−1

M−1C
n−k
N−M

])

=
M

Cn
N

(
n∑

k=1

[
(M − 1)Ck−2

M−2C
n−k
N−M

]
+

n∑
k=1

[
Ck−1

M−1C
n−k
N−M

])

=
M

Cn
N

[
(M − 1)Cn−2

N−2 + Cn−1
N−1

]
=
M(M − 1)n(n− 1)

N(N − 1)
+
nM

N

因此可以求得 D(X)：

D(X) = E(X2)− [E(X)]
2

=
M(M − 1)n(n− 1)

N(N − 1)
+
nM

N
− n2M2

N2

=
nM(N − n)(N −M)

N2(N − 1)

□

17.5.3 协方差

对于二维随机变量 (X,Y )，除了讨论 X 与 Y 的数学期望与方差以外，还需要讨论

X 与 Y 之间相互关系的数字特征；由方差性质的证明，我们已经知道了，如果两个随机

变量 X 和 Y 是相互独立的，则

E{[X − E(X)][Y − E(Y )]} = 0

这意为这当 E{[X −E(X)][Y −E(Y )]} 6= 0 时，X 与 Y 不相互独立，而是存在一定关系

的。
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定义

♡

E{[X−E(X)][Y −E(Y )]}称为随机变量 X 与 Y 的协方差，记为 Cov(X,Y )，

即

Cov(X,Y ) = E{[X − E(X)][Y − E(Y )]}

由定义不难知道：

Cov(X,Y ) = Cov(Y,X), Cov(X,X) = D(X)

在方差性质的证明中已经证明了

D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) + 2Cov(X,Y )

若将 Cov(X,Y ) 的定义式展开，易得

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

协方差具有以下性质：

1. Cov(aX, bY ) = abCov(X,Y )，a, b 是常数；

2. Cov(X1 +X2, Y ) = Cov(X1, Y ) + Cov(X2, Y )。

17.6 马尔科夫过程

鉴于 23 年杭二模和新一卷中都出现了有关“马尔可夫链”背景的题，在此简单介绍
一些马尔可夫过程的知识，虽然随机过程是数理统计相对独立的，但在这版中我还是放到

概率论里；同时，本文不会详细说明随机过程的内容，否则对于高中生会很冗长。

先引入马尔可夫性或无后效性：过程（或系统）在时刻 t0 所处的状态为已知的条件

下，过程在时刻 t > t0 所处状态的条件分布与过程在时刻 t0 之前所处的状态无关，通俗

的说，就是在已经知道过程“现在”的条件下，其“将来”不依赖于“过去”。

现在用分布函数来表述马尔可夫性，设随机过程 {X(t), t ∈ T} 的状态空间为 I；如

果对时间 t的任意 n个值 t1 < t2 < · · · < tn, n ⩾ 3, ti ∈ T，在条件 X(ti) = xi, xi ∈ I, i =

1, 2, . . . , n− 1 下，X(tn) 的条件分布函数恰等于在条件 X(tn−1) = xn−1 下 X(tn) 的条件
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分布函数，即：

P{X(tn) ⩽ xn|X(t1) = x1, X(t2) = x2, . . . , X(tn−1) = xn−1}

= P{X(tn) ⩽ xn|X(tn−1) = xn−1}, xn ∈ R

则过程 {X(t), t ∈ T} 具有马尔可夫性或无后效性，并且称此过程为马尔可夫过程。
时间和状态都是离散的马尔可夫过程称为马尔科夫链，简称马氏链，记为

{Xn = X(n), n = 0, 1, . . .}

它可以看作在时间集 T1 = {0, 1, 2, . . .}上对离散状态的马尔可夫过程相继观察的结果，我
们约定记链的状态空间为 I = {a1, a2, . . .}, ai ∈ R，在链的情形，马尔可夫性通常用条件
分布列来表示，即对任意的正整数 n, r 和 0 ⩽ t1 < t2 < · · · < tr < m; ti,m, n +m ∈ T1，

有：

P{Xm+n = aj |Xt1 = ai1 , Xt2 = ai2 , . . . , Xtr = air , Xm = ai}

= P{Xm+n = aj |Xm = ai}

其中 a ∈ I 记上式右端为 Pij(m,m+ n)，我们称条件概率

Pij(m,m+ n) = P{Xm+n = aj |Xm = ai} 1

为马氏链在时刻 m 处于状态 ai 条件下，在时刻 m+ n 转移到状态 aj 的转移概率。

由于链在时刻 m从任何一个状态 ai 出发，到另一时刻 m+n，必然转移到 a1, a2, · · ·
诸状态中的某一个，所以

+∞∑
j=1

Pij(m,m+ n) = 1, i = 1, 2, · · ·

由转移概率组成的矩阵 P (m,m+ n) = (Pij(m,m+ n)) 称为马氏链的转移概率矩阵。由

上式可知，此矩阵的每一行元之和等于 1。

当转移概率 Pij(m,m+ n) 只与 i, j 及时间间距 n 有关时，把它记为 Pij(n)，即

Pij(m,m+ n) = Pij(n)

并称此转移概率具有平稳性，同时也称此链是齐次的或时齐的，以下我们限于讨论齐次马

氏链。
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在马氏链为齐次的情形下，由 1 式定义的转移概率

Pij(n) = P{Xm+n = aj |Xm = ai}

称为马氏链的n 步转移概率，P (n) = (Pij(n)) 为n 步转移概率矩阵，在以下的讨论中特

别重要的是一步转移概率

pij = Pij(1) = P{Xm+1 = aj |Xm = ai}

或由它们组成的一步转移概率矩阵。

Xm的状态



a1 a2 · · · aj · · ·
a1 p11 p12 · · · p1j · · ·
a2 p21 p22 · · · p2j · · ·

...
...

...
...

ai pi1 pi2 · · · pij · · ·
...

...
...

...


= P (1)

记成
===== P

在上述矩阵的左侧和上边标上状态 a1, a2, · · · 是为了显示 pij 的由状态 ai 经一步转

移到状态 aj 的概率。

17.6.1 一维随机游走

1 2 3 4 5

图 85: 一维随机游走

设一醉汉 Q（或看作一随机游走的质点），在如图所示的直线的点集 I = {1, 2, 3, 4, 5}
上随机游走，且仅在 1 秒、2 秒等时刻发生游走，游走的概率规则为：如果 Q 现在位于

点 i (1 < i < 5)，则下一时刻以 1
3
的概率向左或向右移动一格，1

3
的概率留在原处；如果

Q 现在位于 1（或 5）这点上，则下一时刻就以概率 1 移动到 2（或 4）这一点上，1 和
5 这两个点称为反射壁，上面这种游走称为带有两个反射壁的随机游走。
若以 Xn 表示时刻 n 时 Q 的位置，不同的位置就是 Xn 的不同状态，那么 {Xn, n =

0, 1, 2, · · · } 是一随机过程，状态空间就是 I，而且当 Xn = i, i ∈ I 为已知时，Xn+1 所处

的状态的概率分布只与 Xn = i 有关，而与 Q 在时刻 n 以前如何到达 i 是完全无关的，
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所以 {Xn, n = 0, 1, 2, · · · } 是一马氏链，而且还是齐次的，它的一步转移概率和一步转移
概率矩阵分别为：

pij = P{Xn+1 = j|Xn = i} =


1
3
, j = i− 1, i, i+ 1, 1 < i < 5,

1, i = 1, j = 2或i = 5, j = 4

0, |j − i| ⩾ 2

和

P =



1 2 3 4 5

1 0 1 0 0 0

2 1
3

1
3

1
3

0 0

3 0 1
3

1
3

1
3

0

4 0 0 1
3

1
3

1
3

5 0 0 0 1 0


如果把 1 这一点改为吸收壁，就是说 Q 一旦到达 1 这一点，则就永远留在点 1 上，此时，
相应链的转移概率矩阵只需把 P 中第一横行改为 (1, 0, 0, 0, 0)；总之，改变游走的概率，

就可得到不同方式随机游走和相应的马氏链。
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18 成对数据统计分析

这一章在高考中并不算难，主要是计算量大，但这一章往往容易被轻视，我个人觉得

从样本相关系数引出 n 维向量的角度来理解，以及一元线性回归方程中对于整体接近程
度取最小值，从而得到最小二乘估计，教课书上用到的方法都不超过高中范围，非常巧妙。

此外“成对数据”其实就是二维随机变量，其中相关系数这一节就涉及到二维随机变

量的数字特征“协方差”，在教科书中没有，我会补充一点。

18.1 成对数据的统计相关性

变量间的关系常见的有两类：一类是确定关系，即函数关系；另一类是变量与变量间

虽然确定存在关系，但又没有确切到可有其中一个去精确的决定另一个的程度，这种关系

叫相关关系。

如果从整体看，一个变量增加时，另一个变量的相应值也呈现增加的趋势，则称这两

个变量为正相关；如果一个变量增加时另一个变量减小则称这两个变量为负相关。

散点图：成对数据可以用表格表示，也可以用点的形式表示为 (xi, yi)，这一串点的

图叫做散点图。

线性相关：如果两个变量的取值呈正/负相关，而且散点落在一条直线附近，则称这
两个变量线性相关。

设

sx =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(xi − x)
2
, sy =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(yi − y)
2

x′i =
xi − x

sx
, y′i =

yi − y

sy

则有

r =
1

n

n∑
i=1

x′iy
′
i =

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)√∑n

i=1 (xi − x)
2
√∑n

i=1 (yi − y)
2

其中 r 称为 x 和 y 的样本相关系数，这是高中的定义，如果引入协方差的概念，可以这

样定义相关系数：

对于随机变量 X,Y，我们将

ρXY =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )
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称为 X 与 Y 的相关系数，这两种定义是等价的。

当 r > 0 时，称成对数据正相关，这是一个数据变小，另一个数据通常也变小；一个

数据变大，另一个数据通常也变大；反之当 r < 0 时一个变小另一个通常变大。

将 x′i, y
′
i, (i = 1, 2, . . . , n) 分别看成

−→
x′ ,

−→
y′ 在 n 维上的坐标；则

−→
x′ ,

−→
y′ 的内积公式可

以推出，r = cos θ，故 r ∈ [−1, 1]。

当 |r| 越接近 1 时，线性相关程度越强；|r| 越接近 0 时，线性相关程度越弱。
当 |r| = 1 时 θ = 0，故

−→
y′ = λ

−→
x′。即

yi − y

sy
= λ

xi − x

sx
, i = 1, 2, . . . , n

表面 (xi, yi) 都落在直线 y − y = λsy
sx

(x− x) 上

18.2 一元线性回归模型及其应用

设随机变量 Y 与普通变量 x 之间存在某种相关关系，为了近似的掌握 Y 与 x 的关

系，我们考察 Y 的数学期望，若 Y 的数学期望 E(Y ) 存在，则其值随 x 的取值而定，它

是关于 x 的函数，记为 µ(x)，称为 Y 关于 x 的回归函数。

在实际问题中，回归函数 µ(x) 一般是未知的，回归分析的任务是根据试验数据取估

计回归函数。

我们对于 x 取定一组不完全相同的值 x1, x2, . . . , xn，设 Y1, Y2, . . . , Yn 分别是在

x1, x2, . . . , xn 除对 Y独立观察的结果，称

(x1, Y1), (x2, Y2), . . . , (xn, Yn)

是一个样本，对应的样本值为

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)

通过 (xi, yi) 确定的散点图，我们可以粗略的看出 µ(x) 的形式；

若 µ(x) 为线性函数：µ(x) = a + bx，此时估计 µ(x) 的问题称为求一元线性回归问

题，这节我们讨论这个问题。

假设对于 x（在某个区间内）的每一个值有

Y ∼ N(a+ bx, σ2)

其中 a, b 以及 σ2 都是不依赖于 x 的未知参数，记 ε = Y − (a + bx)，对 Y 进行这样的
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正态假设，相当于假设：

Y = a+ bx+ ε, ε ∼ N(0, σ2) (2.1)

其中 a, b, σ2 都不依赖于 x，上式称为一元线性回归模型，b 为回归系数或斜率参数、a 为

截距参数，ε 是 Y 与 bx+ a 间的随机误差。

(2.1) 式说明因变量 Y 由两部分组成，一部分是 x 的线性函数 a + bx，另一部分

ε ∼ N(0, σ2) 是随机误差，是人们不可控的。

(二)，a, b 的估计
取 x的 n个不完全相同的值 x1, x2, . . . , xn作独立试验，得到样本 (x1, Y1), (x2, Y2), . . . , (xn, Yn)，

由 (2.1) 式可知
Yi = a+ bxi + εi, εi ∼ N(0, σ2)

各个 εi 相互独立；于是 Yi ∼ N(a+ bxi, σ
2), i = 1, 2, . . . , n，由 Y1, Y2, . . . , Yn 的独立

性可知，Y1, Y2, . . . , Yn 的联合密度为

L =
n∏

i=1

1

σ
√
2π

exp
[
− 1

2σ2
(yi − a− bxi)

2

]

=

(
1

σ
√
2π

)n

exp
[
− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − a− bxi)
2

]
(2.2)

现在用最大似然估计法来估计未知参数 a, b对于任意一组观测值 y1, y2, . . . , yn，(2.2)
式就是样本的似然函数。显然，要使 L 取最大值，只要 (2.2) 式中

Q(a, b) =
n∑

i=1

(yi − a− bxi)
2 (2.3)

取最小值。

求 Q(a, b) 最小值的方法我提供两种，一种是高中教课书上的方法，一种是更一般、

应用更广泛的方法，不过需要一定的数学基础；这里我想特别说一下，高中的一元线性回

归模型并没提到 Y ∼ N(a+ bx, σ2)，而是用下列式子{
Y = bx+ a+ ε

E(ε) = 0, D(ε) = σ2

来表示一元线性回归模型，我认为是因为高中内容太少了，如果要使 Y ∼ N(a +

bx, σ2)，那么还得知道边缘分布、相互独立的随机分布的联合密度以及最大似然法，这

知识量还是蛮大的，而且还涉及到数学分析的知识，因此高中的一元线性回归没有 Y ∼
N(a+ bx, σ2)；
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若 Y 表示正态变量，则直接使用 (2.3) 式估计 a, b 使 Y 的观察值 yi 与 a+ bxi 偏差

的平方和 Q(a, b) 为最小，这种方法叫最小二乘法，若 Y 是正态变量，则最小二乘法与最

大似然估计法给出的结果相同。

首先我用高中的方法来估计 a, b，这个方法很巧妙，理解过程，方可对
∑
运算更熟

悉：

记

x =
1

n

n∑
i=1

xi, y =
1

n

n∑
i=1

yi

因为

Q(a, b) =
n∑

i=1

(yi − a− bxi)
2

=
n∑

i=1

[yi − bxi − (y − bx) + (y − bx)− a]
2

=
n∑

i=1

[(yi − y)− b(xi − x) + (y − bx)− a]
2

=
n∑

i=1

[(yi − y)− b(xi − x)]
2
+ 2

n∑
i=1

{[(yi − y)− b(xi − x)]× [(y − bx)− a]}

+ n[(y − bx)− a]
2

注意到

n∑
i=1

{[(yi − y)− b(xi − x)]× [(y − bx)− a]}

= (y − bx− a)
n∑

i=1

[(yi − y)− b(xi − x)]

= (y − bx− a)[
n∑

i=1

(yi − y)− b
n∑

i=1

(xi − x)]

= (y − bx− a)[(ny − ny)− b(nx− nx)]

= 0

所以

Q(a, b) =
n∑

i=1

[(yi − y)− b(xi − x)]
2
+ n(y − bx− a)

2

上式右边均为非负数，且前 n 项与 a 无关，所以，要是 Q 取到最小值，后一项的值
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应为 0，即 a = y − bx，此时

Q(a, b) =
n∑

i=1

[(yi − y)− b(xi − x)]
2

= b2
n∑

i=1

(xi − x)
2 − 2b

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y) +
n∑

i=1

(yi − y)
2

上式是关于 b 的二次函数，因此要使 Q 取最小值，当且仅当 b 为

b̂ =

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)∑n

i=1 (xi − x)
2

综上，Q 取最小值时有： {
b̂ =

∑n
i=1(xi−x)(yi−y)∑n

i=1 (xi−x)2

â = y − b̂x

上面的推导我觉得很“巧”，配凑、消元后变成二次函数求最值问题，接下来我用更

容易想到也更一般的方法：由于 Q(a, b) 是二元函数，对于这种二元函数无限制条件的求

最值问题我们一般如下求解：

取 Q 分别关于 a, b 的偏导数，并令它们为为零：{
∂Q
∂a

= −2
∑n

i=1(yi − a− bxi) = 0
∂Q
∂b

= −2
∑n

i=1(yi − a− bxi)xi = 0

得到方程组 {
na+ (

∑n
i=1 xi)b =

∑n
i=1 yi

(
∑n

i=1 xi)a+ (
∑n

i=1 x
2
i )b =

∑n
i=1 xiyi

(2.4)

(2.4) 式被称为正规方程组，得到驻点
â =

n
∑n

i=1 xiyi−
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi

n
∑n

i=1 x2
i−(

∑n
i=1 xi)

2

b̂ =
∑n

i=1 x2
i

∑n
i=1 yi−

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 xiyi

n
∑n

i=1 x2
i−(

∑n
i=1 xi)

2

求二阶偏导数，并记
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∂2Q

∂a2
= 2n = A

∂2Q

∂a∂b
= 2

n∑
i=1

xi = B

∂2Q

∂b2
= 2

n∑
i=1

x2i = C

令

H =

∣∣∣∣∣A B

B C

∣∣∣∣∣ = 4

n n∑
i=1

x2i −

(
n∑

i=1

xi

)2


由柯西不等式可知 (
n∑

i=1

xi · 1

)2

⩾
n∑

i=1

x2i

n∑
i=1

12

(
n∑

i=1

xi

)2

⩾ n
n∑

i=1

x2i

又因 xi 不完全相同，因此
xi

1
不为定值，即不能取等

(
n∑

i=1

xi

)2

> n
n∑

i=1

x2i

综上，H > 0, A > 0，故 Q(a, b) 有最小值点 (â, b̂)，为了方便计算，一般记
b̂ =

∑n
i=1(xi−x)(yi−y)∑n

i=1 (xi−x)2

â = y − b̂x

(2.5)

其中 x = 1
n

∑n
i=1 xi, y = 1

n

∑n
i=1 yi

得到 a, b 的估计值 â, b̂，对于给定的 x，我们取 â+ b̂x 作为回归函数 µ(x) = a+ bx

的估计，即 ˆµ(x) = â+ b̂x，称为 Y 关于 x 的经验回归函数

ŷ = â+ b̂x (2.6)

称为 Y 关于 x 的经验回归方程，简称回归方程，其图形称为回归直线。
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将 (2.5) 式中 â 的表达式代入 (2.6) 式中则回归方程可写为：

ŷ = y + b̂(x− x)

上式表明，对于样本值 (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)，回归直线通过散点图的几何中心

(x, y)。

为了方便计算 â, b̂ 还可以写成：{
b̂ =

∑n
i=1 xiyi−nxy∑n
i=1 x2

i−nx2

â = y − b̂x

这里读者可自行推导 b̂。

记 ŷi = â+ b̂xi，称 yi − ŷi 为 xi 处的残差，平方和

Qe =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2
=

n∑
i=1

(yi − â− b̂xi)
2

称为残差平方和，为了方便计算，Qe 也写成

Qe =
n∑

i=1

y2i − ny2 − b̂

(
n∑

i=1

xiyi − nxy

)

可以用 R2 (决定系数) 为比较两个模型的拟合效果。

R2 = 1−
∑n

i=1(yi − ŷi)
2∑n

i=1(yi − y)2

18.3 列联表与独立性检验表

分类变量：讨论如“吸烟是否会增加患肺癌风险”的问题，常用一种特殊的随机变量，

以区别不同的现象或性质。

2× 2 列联表：将数据分类统计，做成表格的数据统计表，例如：

Y=0 Y=1 合

X=0 a b a+b
X=1 c d c+d
合 a+c b+d a+b+c+d
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其中有

χ2 =
n(ad− bc)2

(a+ b)(c+ d)(a+ c)(b+ d)

当 χ2 越大，X，Y 相关性就越强。(旧教材中 χ2 用 K2 表示)
χ2 = k，k 为观测值，有一套临界值表：

犯错概率 P (χ2 ⩾ k0) 0.5 0.40 . . .

观测值 k0 0.455 0.708 . . .

通过 χ2 的取值推断 X 和 Y 是否独立的方法称为 χ2 独立性检验 (卡方独立性检验)，
简称独立性检验。

判断 X = 1 和 Y = 1 间是否有关联，需判断假定关系是否成立

H0 : P (Y = 1|X = 0) = P (Y = 1|X = 1)

称 H0 为零假设或原假设。
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19 附录

19.1 行列式

在解方程中常常会遇到一些比较复杂的方程式，在本科会学习到关于行列式的内容，

这里简单介绍一下，本书中主要是用于简化式子，定义来自 [7]。

首先了解一下 n 元排列

n 个不同的正整数的一个全排列称为一个n 元排列，如，正整数 1, 2, 3 的三元排列有

123, 132, 213, 231, 312, 321

给定 n 个不同正整数，它们形成的全排列有 n! 个。

4 元排列 2341 中，2 与 3 形成的数对 23，小的数在前，大的数在后，此时称这一对
数构成严格顺序；而 2 与 1 形成的数对 21，大的数在前，小的数在后，此时称这一对数
构成一个逆序。排列 2341 中，构成逆序的数对有 21,31,41 共三对，此时称排列 2341 的
逆序数是 3，记作 τ(2341) = 3。

在 n 元排列 a1a2 · · · an 中，从左到右任取一对数 aiaj(i < j)，如果 ai < aj，那么称

这一对数构成一个顺序；如果 ai < aj，那么称这一对数构成一个逆序。一个 n 元排列中

逆序的总数称为逆序数，记作 τ(a1a2 · · · an)
4 元排列 2143 中，构成逆序的数对有 21,43，共两对，于是

τ(2143) = 2

逆序数为奇数的排列称为奇排列，逆序数为偶数的排列称为偶排列。

把排列 2341 的 3 和 1 互换位置，其余数不动，便得到排列 2143，像这样的变换称
为一个对换，记作 (3, 1)，对换的概念也适用于 n 元排列。

定理

♠
对换改变 n 元排列的奇偶性

2 阶行列式 ∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

2 阶行列式是 2(= 2!) 项的代数和，其中每一项是位于不同行、不同列的两个元素的

乘积，把这两个元素按照行指标成自然序排好，其列指标所成排列是偶排列时，该项带正



19 附录 253

号，成奇排列时该项带负号，于是 2 阶行列式为∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ =∑
j1j2

(−1)
τ(j1j2)a1j1a2j2

从 2 阶行列式的定义得到启发，给出 n 阶行列式的定义如下：

定义

♡

n 级矩阵 A = (aij) 的行列式（简称为n 阶行列式）∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
是 n! 项的代数和，其中每一项的都是位于不同行、不同列的 n 个元素的乘积，把

这 n个元素以行指标为自然顺序排好位置，当列指标构成的排是偶排列时，该项带

正号；是奇排列是，该项带正号，即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
j1j2···jn

(−1)
τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn

其中 j1j2 · · · jn 是 n 元排列，
∑

j1j2···jn 表示对所有 n 元排列求和。上式称为 n 阶

行列式的完全展开式。

n 阶行列式也记作 |A| 或者 detA。

由定义立即得到：

一阶行列式 |a| = a

由于三元排列 123,231,312 是偶排列，321,213,132 是奇排列，因此三阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

三阶行列式的六项及其所带符号可以采用下图记忆：

其中主对角线上的三个元素的乘积 a11a22a33，以及与主对角线平行的线上三个元素



19 附录 254∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣

图 86: 三阶行列式

的乘积 a31a23a31, a13a21a32 都带正号；反对角线上三个元素的乘积 a13a22a31，以及与反

对角线平行线上的三个元素的乘积 a12a21a33, a11a23a32 都带负号。

19.2 迭代递归

这种一般算比较偏的内容，高考和竞赛都有这方面的题，高中里更多是“类递归”就

是间接复合自己的函数，但不会像计算机中有去有回的递归，更多是考察换元法的运用；

而竞赛中多是考迭代函数性质，解决一些代数问题，都是很难的东西。

递归函数：递归函数更多是计算机方面的东西，它就是在执行一个函数时，会直接或

间接调用到自己的函数，着重于“递推”和“回归”，有去有回，递归函数在重复执行直

到一个终值时，会结束下一层的执行，然后回归。

1. 直接调用：如 f(x) = f(x+ 1) + 2；

2. 间接调用：如 f(x) = g(x+ 1) + x, g(x) = f(x+ 1) + 2。

例如在用计算机解决“拉马努金恒等式”时，对函数抽象出来进行建模得到一个递归

函数，在设一个终值执行就可以求出答案。

=

√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + 4

√
· · ·

=

√
1 + (i+ 1)

√
1 + (i+ 2)

√
1 + (i+ 3)

√
· · ·, (i = 1)

f(x) =
√

1 + (x+ 1)f(x+ 1), (x = 1)
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迭代函数：重复的与自身进行复合的函数。

例如一个函数 f(x) 的 n(n ∈ N+) 次迭代，可以表示为 f (n) (x)，有：

f (n) (x) = f (f (f (· · · f (x))))︸ ︷︷ ︸
迭代 n 次

不难看出，迭代函数满足 Rf ⊆ Df

对于任意 q, p ∈ N+，有：

f (q) ◦ f (p) (x) = f (q+p) (x)

如果 f(x) 有反函数，f(x) 的反函数为 f (−1) (x)，对于 f (0) (x) 定义为 f (0) (x) = x，这样

我们可以将迭代次数 n 推广到任意整数中。

19.3 极坐标

19.4 参数方程

参数方程是老高考里单独出过一本书来讲的，属于“选择性选修”串联了极坐标与参

数方程以及圆锥曲线，稍微了解一点有助于理解某些特殊的题。

三角恒等式：

sin2 α+ cos2 α = 1

sec2 α− tan2 α = 1

csc2 α− cot2 α = 1

我们观察圆的方程 (圆心在原点)：

x2 + y2 = r2

=⇒ x2

r2
+
y2

r2
= 1

如果我们令:sin2 t = x2

r2
, cos2 t = y2

r2
，我们就可以得到关于 x, y 参数为 t 的参数方程：{

x = r sin t
y = r cos t

所以平面中点 P (r sin t, r cos t) 的轨迹就是以原点为圆心半径为 r 的圆。
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19.5 向量方法判断二面角余弦值正负

设平面 α，平面 β 的法向量分别为 −→n1,
−→n2；存在两点 A,B 满足 A ∈ α,B ∈ β。

如果通过 −→n1,
−→n2 的余弦值来判断平面 α, β 的二面角大小，可能会导致判断错误，这是因

为没选好法向量而导致的；在大多数情况下通过图示即可判断二面角是钝角或锐角 (二面
角余弦值正负) ，但在一些特殊情况下，无法直接得到二面角是锐角还是钝角，就需要以
下方法进行准确判断。

无论二面角是锐角或钝角，通过内积公式都是可以判断出来的，但一个平面的法向量

有两种方向，“选取哪一组法向量”会影响我们判断，我们需要引入一个新的向量
−−→
AB；对

于任意一组法向量的选择，我们都可以列出来：

α 的法向量 β 的法向量 它们夹角的余弦值
−→n1

−→n2 cos 〈−→n1,
−→n2〉

−→n1 −−→n2 − cos 〈−→n1,
−→n2〉

−−→n1
−→n2 − cos 〈−→n1,

−→n2〉
−−→n1 −−→n2 cos 〈−→n1,

−→n2〉

这里夹角的余弦值是通过 cos 〈−→n1,
−→n2〉 =

−→n1·−→n2

|−→n1|·|−→n2| 算出来的。

α 的法向量 β 的法向量 α 的法向量与
−−→
AB 的内积 β 的法向量与

−−→
AB 的内积

−→n1
−→n2 + +

−→n1 −−→n2 + −
−−→n1

−→n2 − +

−−→n1 −−→n2 − −

这只是其中一种情况，但不同的情况只是在正负号上同时变化，通过这个图表可以看出规

律，我们称
−−→
AB 为判断向量

1. 当两个法向量与“判断向量”内积呈同号时，那么二面角的余弦值就是 cos 〈−→n1,
−→n2〉；

2. 当两个法向量与“判断向量”内积呈异号时，那么二面角的余弦值就是 − cos 〈−→n1,
−→n2〉。

19.6 韦达定理

在初中，我们就学习了一元二次函数中的韦达定理，对于一元二次方程 ax2+bx+c = 0

的两根 x1, x2，有

x1 + x2 = − b

a

x1 · x2 =
c

a
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可以通过求根公式来验证韦达定理。

现在将韦达定理推广到高次方程中，对于 n 次方程

n∑
k=0

akx
k = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n = 0

有 n 个根 x1, x2, . . . , xn，一般的有

n∑
i=1

xi = −an−1

an
n∑

i,j=1
i<j

xixj =
an−2

an

n∑
i,j,k=1
i<j<k

xixjxk = −an−3

an

· · · · · · · · ·
n∏

i=1

xi = (−1)
n a0
an
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